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KAPITEL 1

Einleitung

In der medizinischen Diagnostik heben sich insbesondere das EE&lektroenzephalogramm)
und das MEG (Magnetenzephalogramm) als nicht-invasive Méglichkeitendie Aktivitat des

Gehirns mit einer hohen zeitlichen Au 6sung zu messen, hervorBei der Evaluierung von
EEG/MEG-Daten steht in vielen Anwendungskontexten mathematisch betrachtet das L6-
sen des Inversen Problems im Vordergrund der Riickschluss von derealen Daten auf
die zugrunde liegende Ursache. Und genau hier liegt die Relevanz dies&rbeit mitbegriin-

det. Um das Inverse Problem zu l6sen, ist ein mehrfaches Losen des Vdimsproblems
zielfuhrend. Dies bezeichnet fir gegebene Dipole im Gehirn diauf den Maxwellgleichun-
gen basierte Simulation von EEG/MEG-Daten. Darauf aufbauend kann evaluiet werden,

welche Dipole mit einem den gemessenen Daten in gréytmoglichem Maye aprechenden
elektromagnetischen Feld einhergehen und somit mit groyer Wahrschelichkeit als fir das
Ereignis ausschlaggebende Quellen identi ziert werden kdnnen. & Vorwartsproblem ist
somit eine wichtige Saule bei der Beantwortung relevanter Fragestkingen aus dem medi-
zinischen Bereich.

Beispielsweise liegt eine Mdglichkeit, um pharma-resistente Hfepsie zu behandeln, im ope-
rativen Entfernen der anfallsauslosenden Hirnareale. In solch eineBituation ist die Frage
entscheidend, welcher ganz konkrete Bereich des Gehirngeweblesrausgeschnitten werden
muss, um die Krankheitssymptome einzudammen oder gar zum Stillstnd zu bringen, oh-
ne jedoch die Gehirnfunktion durch einen auf zu groye Gehirnareale agedehnten Eingri
unnotig einzuschranken. Bedeutend ist in diesem exemplarisem Fall der Ruckschluss von
EEG/MEG-Daten iktaler und/oder interiktaler Spikes, die wahrend und zwischen epilepti-
schen Anféllen aufgezeichnet werden kdnnen, auf die neuralen Queti und damit auf die ak-
tiven, operativ zu entfernenden Bereiche im Gehirn. [Wol03, RSW 19, AVD* 15, ARW* 17]

Doch nur ein sorgféltig geléstes Vorwartsproblem ermdglicht eine prase Ldsung des In-
versen Problems. Um das Vorwartsproblem des EEGS/MEGs angemessen hamaben und
schlieylich akkurat I6sen zu kénnen, bedarf es der Berlcksichtigup vieler entscheidender
Faktoren wie einer angemessenen Modellierung des Volumenleiterim realistischen Kopf-
modell ist unter den gegebenen Voraussetzungen das EEG/MEG-Vorwértgroblem in seiner
schwachen Formulierung zugrunde zu legen. Die Problemstellungisst sich in diesem Kopf-
modell nur unter Zuhilfenahme numerischer Quellmodelle |6se.
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Diese Quellmodelle miissen verstandlicherweise so gewahltisgilass sie den realen Gegeben-
heiten in hohem Maye entsprechen und mit einer moglichst genauen Ldsgneinhergehen.
Die existierenden Ansétze zu evaluieren ist daher ein entschethder Schritt, um schluss-
endlich auch das Inverse Problem akkurat 16sen und eine prazise Antwbiauf die jeweilige
medizinische Fragestellung geben zu kénnen. Welchen Ein uss diverschiedenen Quellmo-
delle auf das Vorwartsproblem haben, ist damit eine Frage von hohem Intarsse.

Wahrend schon viele Studien in diesem Bereich fur das EEG durchdiéhrt wurden, gilt es in
dieser Arbeit insbesondere das MEG-Vorwartsproblem in den Blick @ nehmen. In Erwei-
terung zu bereits existenten Forschungen und Untersuchungen wden nun Studien unter
Verwendung der Software duneuro durchgefiihrt [NPS 19]. Verschiedene Quellmodelle wer-
den damit untersucht und zueinander in den Vergleich gesetzt. Indieser Arbeit steht vor
allem der H(div)-Ansatz im Blickpunkt, fiir den nach bisherigem Stand im Rahmen die-
ser Arbeit erstmalig so umfangreiche und duneuro-basierte Untersthungen auf MEG-Seite
durchgefiihrt werden. Hinausgehend Uber einen Groyteil der vorhandeen Literatur werden
unterschiedlich extendierte Varianten dieses Ansatzes berudichtigt. Neben dem H(div)-
Quellmodell nden auch der St. Venant-Ansatz sowie der Ansatz der Rirtiellen Integration
Erwéhnung, sodass die Performanz der drei Quellmodelle bei Anwenhg auf das FEM-
basierte MEG-Vorwartsproblem untersucht und sachgerecht beurtdt werden kann. Der
Fokus dieser Arbeit liegt dabei auf einer Validierung im Spharenmoell, da unter Anwen-
dung dieses Modells fur die numerischen Lésungsansétze auch ein adater Vergleichswert
in Form einer analytischen Lésung existiert [Sar87].

Zu beachten bleibt, dass alle Untersuchungen letztendlich der kdwreten Anwendung dien-
lich sein sollen, sodass der letzte Blick dem realistischen Madl gilt. Hierbei werden unter
anderem verschiedene Dipolorientierungen in die Studien eingeinden, der Ein uss des Vo-
lumenstroms in den Blick genommen und das Inverse Problem betracket. Zu klaren gilt,
inwieweit die verschiedenen Quellmodelle zu voneinander abwehenden Ergebnissen flihren
und welche Ansatze sich unter welchen Bedingungen fir die Applikabn eignen. Dariiber
hinaus sei die grundsatzliche Frage einbezogen, inwiefern die Enkstnisse, die unter Anwen-
dung einer stark vereinfachten Darstellung des Kopfes als Spharemodell gewonnen werden,
auf den realistischen Anwendungsfall Ubertragbar sind. Die Schwenmktlegung dieser Ar-
beit die numerischen Untersuchungen zur Anwendung der Quellnodelle im FEM-basierten
MEG-Vorwartsproblem begriindet die Beschaftigung mit diesen genamten Aspekten. Auf
diese Weise soll der aktuelle Forschungsstand aufgegri en und entsechend fortgefiihrt wer-
den.

Diese Arbeit gliedert sich in neun Kapitel. Nach einer Darstellung der physiologischen
Grundlagen (Kapitel 2) und der mathematischen Voraussetzungen wird & Herleitung des
Vorwartsproblems erklart (Kapitel 3). In Kapitel 4 gilt es, Lésungswege auzuzeigen, auf
deren Grundlage in Kapitel 5 die zu betrachtenden Quellmodelle imgefiihrt werden.
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Erlauterungen zur Anwendung der Software duneuro erfolgen in Kapité 6, anschlieyend
werden in Kapitel 7 verschiedene Studien zur Validierung der @ellmodelle dargestellt.
Wahrend dabei in Studie V noch unter Verwendung des Spharenmodks bereits durch an-
gepasste Sensor- und Dipolkon gurationen eine Annaherung an die realistiche Anwendung
erfolgt, befasst sich Kapitel 8 in Form eines kurzen Abrisses gezieimit dem realistischen
Kopfmodell. Erwahnung ndet dabei das Lésen des Vorwartsproblems unddes Inversen
Problems sowie die hiermit in Zusammenhang stehende Anwendunged Quellmodelle. Ab-
schlieyend steht Kapitel 9 als Zusammenfassung und Ausblick am Ereldieser Arbeit.



KAPITEL 2

Physiologische Grundlagen

Um die im Rahmen der medizinischen Forschung gewonnenen Daten aus EEund MEG
besser verstehen, auswerten, verarbeiten und rekonstruierezu kénnen, ist es unerlasslich,
die fur diese Daten ausschlaggebenden Strukturen und Vorgange im mesidichen Gehirn
zu betrachten. Die physiologischen Vorgange, die den Ursprung der EEQund MEG-Daten
bilden und damit grundlegend fur die Modellierung des Vorwartspioblems sind, stellt das
aktuelle Kapitel dar (vgl. dazu [HHI * 93, Fes13, Wol15]). Aufbauend auf diesen Erkennt-
nissen werden im weiteren Verlauf der Arbeit angemessene mathemniathe Methoden zur
Analyse der Daten hergeleitet und angewandt.

2.1. Die Entstehung eines Potentials

Ein Hauptbestandteil des menschlichen Gehirns sind sogenannte Neenen, auf die Weiter-
leitung von elektrischen Impulsen spezialisierte Zellen. Dase Nervenzellen bestehen aus dem
Soma (Zellkern), sowie dem hiervon abgehenden Axon und den Denddh (vgl. Abb. 2.1).
Die Dendriten nehmen Signale von anderen Zellen auf und leiten sigeiter in Richtung So-
ma. An dieser Stelle laufen die Impulse aller Dendriten des Neuronsusammen und werden
gebiindelt. Ubersteigt der resultierende Impuls einen bestimien Schwellenwert, wird am
Beginn des Axons, dem Axonhigel, ein Aktionspotential ausgelést und das Axonnglang
weitergeleitet. Am Ende des Axons, dem Endknopfchen, wird der Impls dann auf einen
Dendriten eines benachbarten Neurons Ubertragen und damit an die nadte Zelle weiterge-
geben. Weist ein Axon Verastelungen auf, so wird das Aktionspotential ntigleichbleibender
Amplitude in alle Abzweigungen weitergeleitet. Der Impuls wird auf diese Weise Uber die
Synapsen, den Verbindungsstellen zwischen den Zellen, an mee Zellen in der Umge-
bung Ubergeben. Um diese Reizweiterleitung und die Entstehum der Potentialdi erenzen
genauer erlautern zu kénnen, bedarf es einer Betrachtung auf atomarertiene.
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Abb. 2.1.: Schematischer Aufbau eines Neurons. [BS10]

Das Ruhepotential

In einer neuronalen Zelle sind fiir die zu betrachtenden Prozessasbesondere vier lonen-
arten von Bedeutung: die Kationen Kalium und Natrium, sowie Chlorid und organische
Anionen. Eine bestimmte Anordnung und Bewegung dieser lonen im Irgr- und Intrazellu-
larraum ist verantwortlich fir die Entstehung elektrischer Imp ulse.

Ist die Zelle nicht erregt und somit im Ruhezustand, so be nden sch an ihrer Membran-
innenseite viele Kaliumionen K *) und organische Anionen @ ), an der Auyenseite der
Membran hingegen besonders viele NatriumionenNa™* ) und Chloridionen (Cl ) (vgl. Abb.
2.2). Die semipermeable Membran ist zwar durchlassig fuK * -lonen, jedoch fir A -lonen
verschlossen. Auch fur Chlorid ist die Durchlassigkeit nur in geingem Maye gegeben, fur
Natrium ist sie noch geringer. Aufgrund des Konzentrationsgefélles dundieren dennoch
einige Na* -lonen von auyen nach innen. Da die meisteiNa* -Kanale in der Membran ge-
schlossen sind, bleibt es allerdings bei einer geringen Anzahl. In@yerer Menge di undieren
K * -lonen in den extrazellularen Raum, mit dem Ziel, ein Konzentratiorsgleichgewicht zwi-
schen der Innen- und der Auyenseite der Membran herzustellemlso dieK * -lonen mdglichst
gleichmayig auf den Zellinnen- und den Zellauyenraum zu verteilenDem entgegen steht
das Bestreben nach einem Ladungsausgleich, d.h. die negativen und ptdgn Teilchen so
anzuordnen, dass die Ladung im Intrazellularraum der im Extrazellularaum entspricht. Mit
jedemK * -lon, das in Hinblick auf das Konzentrationsgefalle den Intrazellularraum verlasst,
erhalt nun der Extrazellularraum einen positiven Ladungstradger mehr.Die Spannung, d. h.
die Potentialdi erenz zwischen Intra- und Extrazellularraum auc h als Membranpotential
bezeichnet bewegt sich zunehmend im negativen Wertebereich.
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extrazellulare Fliissigkeit Na*-lon

°®

Natriumkanal
(geschlossen)

Zellinneres (Nervenzelle) @ Kt

Abb. 2.2.: Die Zellmembran im Ruhezustand. [Ruh]

Das Bestreben nach einem Konzentrationsgleichgewicht tragt somit dazibei, dass kein
volliger Ladungsausgleich erreicht werden kann. Von besonderer Bedting ist hierbei die
Natrium-Kalium-Pumpe, die jeweils zwei K * -lonen zurtick in das Zellinnere befordert, im
Gegenzug jedoch dreNa* -lonen aus der Zelle hinaus transportiert. So wird in jedem Zug
die Ladung in der Zelle um eine Einheit verringert. Insgesamt ist é&s Zellinnere negativ
geladen. Das Membranpotential pendelt sich im Ruhezustand bei ca. 70 M ein [Bucl4],
wobei der konkrete Wert je nach Art der Zelle etwas variieren kann. Deser Zustand bleibt
solange erhalten, bis ein Impuls die Nervenzelle erreicht.

Die Erhaltung und Weiterleitung eines Impulses basiert maygeblth auf dem sogenannten
Aktionspotential. Diese temporare Anderung des Membranpotentials sdldaher im Folgen-
den genauer erlautert werden.

Das Aktionspotential

Wie oben beschrieben, laufen am Soma die Uber die Dendriten aufgenomenen Impulse zu-
sammen. Zeitgleich aus verschiedenen Dendriten eintre ende &entiale werden summiert.

Tre en zudem innerhalb kurzer Zeit mehrere Potentiale hintereinander ein, dann werden
auch diese gebiindelt. Uberschreitet das Ergebnis dieser raumlien und zeitlichen Sum-
mation einen bestimmten Schwellenwert, so 6 nen sich speziadl schnelleNa* -Kanale und

Na* -lonen stromen in die Zelle hinein. Infolgedessen steigt das Memanpotential und kann

kurzzeitig sogar positive Werte annehmen. Auf diese Depolarisationdigt die Repolarisati-

on. Die Na* -Kanale schlieyen sich wieder, stattdessen 6 nen sich di& * -Kanéle, sodass
vermehrt K * -lonen aus der Zelle di undieren. Die Kaliumkonzentration nimmt i ntrazel-

lular ab, sodass sich die elektrische Spannung an der Zellmembranieder verringert und

schlieylich auf das urspriingliche Ruhepotential hin reguliert wird.
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Durch die Depolarisation an einer Stelle der Membran entsteht jedch zugleich ein Span-
nungsunterschied zwischen benachbarten Abschnitten der Memian. Die Ladungsunter-
schiede wirken auf die angrenzenden Bereiche ein und fuhren audhier zu einer Depola-
risation, sodass sich das Aktionspotential das gesamte Axon entlang ausbten kann. Der
entscheidende Schritt vollzieht sich demnach zunédchst am AxonhldeHier entscheidet sich,
ob ein Reiz weitergeleitet wird. Wird der Schwellenwert an dieem Ort nicht erreicht, ndet
keine weitere Ubertragung statt. Andernfalls wird jedoch ein Aktionspotential ausgelost,
das sich in stets gleicher Amplitude bis zur Synapse fortsetzt. Eie besonders schnelle Wei-
terleitung des Aktionspotentials ist durch die Ummantelung der Axone mit schwannschen
Zellen begrundet. Diese myelinisierte Isolierung wird in regenayigen Abstanden von den
Ranvier-Schnirringen unterbrochen. Die mit schwannschen Z&n umgebenen Abschnitte
des Axons werden bei der Erregungsweiterleitung tbersprungen,un an den Schnirringen
werden erneute Aktionspotentiale erzeugt. Aufgrund dieser saltatoischen Erregungsleitung
kénnen Signale die Nervenbahnen mit hoher Geschwindigkeit passiere

Allerdings sind Aktionspotentiale nur von sehr kurzer Dauer (0.5-2 ms)und nicht ausrei-

chend synchron in benachbarten Zellen, sodass sie im EEG und MEGni Allgemeinen nicht
messbar sind. Anders verhélt es sich mit den sogenannten exzitatoken und inhibitori-

schen postsynaptischen Potentialen (EPSP/ IPSP), den lokalen Andeungen des Membran-
potentials an den Dendriten als Folge eines eingehenden Signals. Déegrregenden bzw.
hemmenden Potentiale bewegen sich zum Soma hin und tragen dort zur Escheidung tber
die Entstehung eines erneuten Aktionspotentials bei. Der Einfabheit halber liegt der Fokus
im Folgenden nur auf dem EPSP, die Darstellung beschrankt sich auf anéiuyeren Gedast
der apikalen Dendriten eintre ende Impulse.

Das exzitatorische postsynaptische Potential

An dem prasynaptischen Endknopfchen angelangt, bewirkt der elektsche Impuls eines
Aktionspotentials, dass Neurotransmitter in den synaptischen Spalt,den Bereich zwischen
dem Endknoépfchen eines Neurons und dem Dendriten des nachfolgemd®&leurons, ausge-
schittet werden. Diese Transmitter docken an Rezeptoren der beachbarten Dendriten an
und bewirken an dieser Membran eine O nung vonNa* -Kanéalen. Natrium stréomt in die

Zelle und fihrt zu einer Depolarisation, woraufhin das Membranpotental in positive Rich-

tung steigt. Die Erregung wird schlieylich ohne weitere O nung von lonenkanalen durch
Ladungsverschiebung entlang des Dendriten bis zum Soma geleiteiyo alle Potentiale zu-
sammenlaufen und, wie oben beschrieben, gebiindelt weiterveragliet werden. Durch den
Einstrom von Natrium aus dem synaptischen Spalt in die Dendriten wird zunachst der
intrazellulare Primarstrom bewirkt. Positive lonen wandern demzufolge in Richtung So-
ma. Diese Ladungstragerverschiebungen bewirken jedoch zugleich iextrazellularen Raum
einen Ausgleichsstrom, auch Sekundarstrom genannt, der zum Priméan®m entgegengesetzt
orientiert ist und dadurch die Stromschleife schlieyt. Dieser om ieyt vom Soma (Quelle)
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zu den apikalen Dendriten (Senke). In Folge der EPSP kann ein Signahiden Enzephalo-
grammen gemessen werden, denn ein EPSP hat mit 10-100 ms eine deutlicbhere Dauer
als ein Aktionspotential. Zudem ist nicht nur ein Neuron aktiv, sondern ein Verbund vie-
ler tausend Neuronen, sodass viele synchrone Potentiale entsteheBesonders gute Signale
gehen von parallel angeordneten Pyramidenzellen aus, denn so werdemtEntiale gleicher
Ausrichtung generiert und eine gegenseitige Aufhebung wird umgagen. [PCH" 08, HHI* 93]

Die Ladungstragerverschiebung stellt aus physikalischer Sicht een elektrischen Strom dar.
Nach dem Prinzip der Maxwellgleichungen erzeugt die Bewegung geladen Teilchen ein
elektrisches Feld, das sich durch das Gewebe hindurch ausbreit Dieses elektrische Feld
ist es, das schlieylich an der Kopfober ache in Form von Potentialdi erenzen vom EEG
gemessen werden kann und damit eine Erfassung der zerebralen nenalen Aktivitat er-
mdoglicht. Entsprechend lasst sich das durch den elektrischen &m erzeugte magnetische
Feld im MEG erfassen.

2.2. Die Modellierung eines Dipols im Gehirn

Mathematisch kann die Anordnung aus Stromsenke und Stromquelle als piol modelliert
werden [MOO06, HHI* 93, Med16]. Ein Dipol besteht aus zwei entgegengesetzten, gleich
groyen LadungenQ, deren Abstand durch den Abstandsvektord beschrieben wird. Uber
das Produkt dieser Gréyen, den Dipolmomentp = Q d, sowie Uber seine Positiorxg wird
ein Dipol erklart. Aufgrund der Ladungserhaltung sind Quelle und Senke betragsgleich.
Entsprechend [HHI" 93] kann der innerhalb der Neuronen existente Primarstromj P tiber

JP)=p (X xo)

approximiert werden, wobei (x) die Dirac-Delta-Distribution

8
<1: x=0
(x) =,
"0, x60
mit
+1
(x)dx =1

1

ist. Der Abstand zwischen Quelle und Senke wird als gegen 0 strebdrangenommen, sodass
der Grenzwert jdj! O betrachtet wird. Es resultiert

jPX)= M (X Xo) mit M := _I(ij_r'nOQ d: (2.2)
jdit
Dieses Modell desmathematischen Dipols  wird im weiteren Verlauf der Arbeit von
Bedeutung sein, wenn es darum geht, das Vorwartsproblem mathematitczu formulieren
und Loésungsansatze zu entwickeln.
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Das EEG/MEG-Vorwartsproblem

Das Vorwartsproblem des EEGS/MEGs besteht darin, bei gegebener Prirrstromdichte
jP und Leitfahigkeitsverteilung  das resultierende elektrische Potential im Kopfgebiet
bzw. das magnetische Feld B auyerhalb des Kopfgebiets an den Sensoren zu berechnen

und auf diese Weise die vom EEG/MEG erfassbaren Daten zu simuliererDie Lésung des
Vorwartsproblems beantwortet so die Frage, zu welchem elektromagnetchen Feld gegebene
intrazerebrale Quellen unter bestimmten Voraussetzungen fihne. Anschaulich betrachtet
beschreibt die Lésung des Vorwartsproblems damit, welche EEG/MEGPaten zu erwarten
sind, wenn ein bestimmtes Areal im Gehirn aktiv ist. Die Bedeutung des Vorwartsproblems
liegt vor allem darin begriindet, dass es ein wichtiger Bestandteil bien Losen des schlecht-
gestellten Inversen Problems ist.

Ein Dipol an bekannter Stelle im Gehirn

flhrt

zu welchem elektromagnetischen Feld?

Abb. 3.1.: lllustrierung des EEG/MEG-Vorwartsproblems.
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3.1. Die Maxwellgleichungen

Das EEG/MEG-Vorwartsproblem basiert maygeblich auf den Maxwellgleichungen, die das
Verhalten von elektrischen und magnetischen Feldern sowie die ¥thselwirkung zwischen
diesen beschreiben. Um elektromagnetische E ekte im menschlien Gehirn zu modellieren,
genigt es, mit der quasistatischen Formulierung der Gleichungen w arbeiten. Denn die
hoéchsten Frequenzen bioelektrischer Felder tibersteigen meist nicht 100 Hz [HHI* 93]. Bei
Feldern mit niedrigen Frequenzen sind jedoch die zeitlicherAbleitungen der elektrischen
und der magnetischen Flussdichte unmaygeblich. In Bezug auf die ektromagnetischen
Felder im Gehirn konnen somit nach [SBR 94, PH67] insgesamt sowohl kapazitive, als
auch Ausbreitungs- und Induktionse ekte vernachlassigt werden,sodass die quasistatische
Naherung der Maxwellgleichungen anwendbar ist. Diese besteht aus devier Gleichungen

r E=— 3.1
0

r E=0 (3.2)

r B= g (3.3)

r B=0; (3.4)

wobei E die elektrische Feldstéarke,B die magnetische Flussdichte hadu g auch als (ma-
gnetisches) Feld bezeichnet , die elektrische Ladungsdichte undj die Stromdichte sei.
Darliber hinaus bezeichne g die Permittivitat und ¢ die Permeabilitat des Vakuums. Dem-
zufolge gilt ¢ 8,85 10 ?Assym und ¢ 4 10 “N=a2, Da E nach (3.2) rotationsfrei
und somit ein Gradientenfeld ist, kann die Darstellung mithilfe eines Skalarpotentials
erfolgen, sodass

E=1r1r (3.5)

Die folgenden beiden Abschnitte werden nun auf diesen Grundlagerujend das Vorwarts-
problem fir EEG und MEG formulieren.

3.2. Die mathematische Formulierung zum EEG

Wenngleich besonders das MEG im Fokus dieser Arbeit stehen soll, st es doch notwen-
dig, einige Erlauterungen zum EEG aufzugreifen. Denn das mathematise Konstrukt zum
MEG basiert nicht nur auf den sehr wichtigen Primarstrombeitrdgen, sondern auch auf den
Volumenstrombeitrégen. Letztere hangen maygeblich vom elektrischen étential ab, sodass
die folgenden Ausfiihrungen zum EEG unerlasslich fiir das Verstéande der Berechnungen
zum MEG sind. Das Ziel dieses Abschnitts ist es somit zunachst, dasorwartsproblem fir
das EEG unter Zuhilfenahme der Maxwellgleichungen mathematisch awustellen.
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Dazu wird in einem ersten Schritt die Stromdichte j in den intrazellularen Primarstrom jP
und den resultierenden passiven Riick uss, den extrazellulare Volumenstrom jV, zerlegt
(vgl. Kapitel 2), wobei mit Anwendung von Ohms GesetzjV = E gilt, sodass sich die
Stromdichte unter Einbezug von (3.5) als

j=jP r (3.6)

schreiben lasst. Hierbei sei die Leitfahigkeit des Gewebes. Gebiete mit richtungsunab-
hangiger Leitfahigkeit werden als isotrop bezeichnet. Ist die Leitfahjkeit je nach Richtung
verschieden, spricht man von Anisotropie. Handelt es sich bei dem hechteten Gewebe
um einen als isotrop angenommenen Bereich, so ist2 R in homogenen Gebieten ein Ska-
lar. Heterogene Modellierungen des Kopfgebiets fiihren dariber hinauzur Darstellung als
Funktion :R%®! R,x 7! (x).Anisotropie hingegen fordert im Wertebereich symmetrisch
positiv de nite Tensoren (x) 2 R®.

Einsetzen von (3.6) in (3.3) und Bildung der Divergenz auf beiden Séen fuhrt zu
r (r B)= o (P r):

Dar (r B) = 0 qilt, wie das Anwenden der De nitionen des Divergenz- und des
Rotationsoperators unmittelbar ergibt, lasst sich die Gleichung umsghreiben zu

r (r)=r jP in ; (3.7)
wobei R2 das Gebiet des Kopfvolumens bezeichne. Als Randbedingung gelte di-
mogene Neumann-Bedingung

< r :n>=0 auf @ ; (3.8)

mit n als Ober achennormalen. Diese Randbedingung fiir die Kopfober ache@ resultiert
aus der Gegebenheit, dass der Kopf elektrisch isoliert ist. Da did_eitfahigkeit der Luft
nahezu null betragt, kdbnnen anschaulich betrachtet Strome weder ausam Kopf in die um-
gebende Luft hinaus noch von der &uyeren Umgebung in den Kopf hinein igen. [Wol15]
Das Vorwartsproblem besteht nun darin, bei gegebenem PrimarstronjP sowie Leitfahig-
keiten ein zu nden, das die Poissongleichung (3.7) lI6st und dabei die Neumann
Randbedingung (3.8) erflllt. Eine klassische Ldsung existiert jedch nur unter strengen
Anforderungen, wie neben anderem einer Uber Grenz &chen hinaus stigen Leitfahigkeit
. Der menschliche Kopf und speziell das Gehirn besteht jedoch aueiner Fille an biologi-
scher Materie, die je nach Eigenschaft des jeweiligen Gewebes dieisbreitung elektrischer
Strome in unterschiedlich hohem Maye beein usst. So weist beidplsweise der Liquor (CSF)
eine verhaltnismayig hohe Leitfahigkeit auf und bildet dementsprebend einen geringen
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Widerstand. Der Schadelknochen hingegen wirkt isolierend und #lt einen hohen Wider-
stand dar. Es erweist sich daher als zielfiihrend, den Kopf als ein M@schalenmodell dar-
zustellen, in dem einzelnen Gewebeschichten eine je eigenett@higkeit zugeordnet werden
kann. In einem solch heterogenen, isotropen Modell ist aber lediglich abschnittsweise
konstant und damit nur stickweise stetig. Numerische Losungsansatzeur gegebenen Pro-
blemstellung des EEGs beziehen sich daher auf die schwache Forlienung des Problems:

Suche 2 U, sodass
< r ;r > dvs= r jP dvg 2w (3.9

Die schwache Formulierung folgt aus der starken, indem die Poissongtdhung auf beiden
Seiten mit einer Testfunktion aus einem geeigneten Raunw multipliziert, anschlieyend
Uber integriert und der Gauysche Integralsatz angewandt wird. Das dabe entstehende
Randintegral verschwindet aufgrund der Neumann-Randbedingung. Um dieExistenz ei-
ner Losung garantieren zu kdnnen, hat sich die Verwendung eines Sobetaums etabliert.
Eindeutigkeit kann nur bei Wahl eines geeigneten Unterraums des Hilbrtraums H! ge-
wabhrleistet werden, sodass

U=W=H):

f 2HY) | dx =0g

mit HY():= f 2L?%) j@=@x2 L?() ;i=1;2,3g
gelte. Zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit einer Loésung bieAnwendung dieses
Raums sei auf [Vorl6, Bral3] verwiesen.

3.3. Die mathematische Formulierung zum MEG

Im MEG wird der magnetische Fluss mittels sensibler Sensoren,&h SQUIDs (engl.: super-
conducting quantum interference devices) erfasst. Der Fluss déschreibt die Integration des
magnetischen B-Feldes Uber die Sensor &che. Die ndherungsweise®chnung des Integrals
kann sich auf eine variable Anzahl an Integrationspunkten stitzen (vgl.[Dac19]). Bei der
Formulierung des MEG-Vorwartsproblem sei nachfolgend approximativdas B-Feld an je-
weils einem Punkt betrachtet. Nach (3.4) ist das magnetische Feld digrgenz- und damit
quellenfrei, sodass aus dem Poincaré-Lemma die Existenz eineski@rpotentials A mit

B=r A (3.10)

folgt [Dir96]. Anwendung von Coulombs Eichung erganzt die Eigenschafr A = 0 und
macht die Wahl von A somit eindeutig. Einsetzen von (3.10) in (3.3), der quasistatischen
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Formulierung des erweiterten Durch utungsgesetzes, fuhrt gerdy [Wol03] zu
r (r A= g

Die Konstante o bezeichne dabei wiederum die magnetische Permeabilitat des Vakms.
Gemay der De nition des Rotationsoperators, sowie aufgrund der Divergezfreiheit von A

gilt
r (r A)=r(( A A= A:

Dies fuhrt zu der Poissongleichung

aus der die Gleichung

_ o iy
AOTE R

dy (3.11)
hervorgeht [Eva98]. Um einen Ausdruck firB zu gewinnen, bietet es sich nun an, Gleichung
(3.11) in (3.10) einzusetzen, sodass

spo=r 0 1)

. -d
4 Xy Y

resultiert. Fur eine di erenzierbare Funktion f und ein Vektorfeld F gilt in Hinblick auf

den Rotationsoperator allgemein die Gleichungqg  (fF)=f(r F) F (r f). Unter

Beachtung dessen, dass der Rotationsoperator iB nur auf x, nicht aber auf y und damit

auch nicht auf j (y), wirkt, kann die Aussage in diesem Fall zur J.L(y}),j = 0y )
konkretisiert werden. Ausrechnen des Gradienten voq%w fuhrt zu

. Xy
B(x)= -2 : d 3.12
(x) 7] j(y) X Vi y (3.12)
= 70 ip X y d 70 r X y d
R (y) PRV Y 2 Wr (y) X Y] y
0 X  Xo 0 X Yy
= -M — = = Wr (y) - _dy: (3.13)
4 X X3, 4 X yj
l e Xoy, X,
=Bp(x) =Bs(x)

Durch Einsetzen von (3.6) resultiert im zweiten Schritt eine Zelegung in das durchjP
verursachte primare magnetische FeldB, und das mit dem Volumenstrom jV = r
einhergehende sekundare magnetische FeRls. Der dritte Schritt basiert auf dem Einbezug
von Gleichung 2.1, der mathematischen Dipolformulierungj P(y) = M x,(y).
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Die Gleichung erméglicht die Berechnung des von bewegter Ladung eeugten Magnetfeldes
B an einem Punkt x auyerhalb des Gebiets und wird als Biot-Savart-Gesetz  bezeich-
net. Wie aus der letzten Zeile ersichtlich, basiert der sekundre Anteil Bs grundlegend auf
dem fur das EEG berechneten Potential , sodass im Folgenden die Formlierungen zum
EEG weiter von Relevanz sind.

Um die in diesem Kapitel formulierten Problemstellungen konkret au l6sen, wurden ver-
schiedene Anséatze entwickelt. Diese Arbeit soll dazu beitragen, gemete Vorgehensweisen
zu analysieren.
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KAPITEL 4

Losungen zum MEG-Vorwartsproblem

Die konkreten Herangehensweisen an diese Problemstellungen fur EGund MEG sind weit

gefachert. Etwaige Losungsansétze fur das Vorwartsproblem kénnen sowohl awyéischer als
auch numerischer Art sein. Sie kdnnen unter Berucksichtigung veschiedenster physiologi-
scher Details oder unter Einbeziehung stark vereinfachter undstandardisierter Annahmen
erfolgen. Bei alldem spielt die Wahl des Kopfmodells eine entsclidende Rolle. Wahrend im
Sphéarenmodell, auch Kugelmodell genannt, durch den analytischen Agatz eine in Bezug
auf etwaige vereinfachte Annahmen akkurate Losung generiert werden kam, muss fir das
realistische Kopfmodell auf numerische Anséatze zurlickgegri en welen. In diesem Zusam-
menhang kann unter anderem die Randelementmethode (engl. boundarglement method,
BEM) oder aber auch die in dieser Arbeit fokussierte Finite-Elenente-Methode (FEM)

Anwendung nden. In diesem Kapitel seien so zundchst zwei zentile Methoden, um eine
Losung zum Vorwartsproblem zu nden, dargestellt: zum einen der analyische Ansatz fur
MEG (vgl. Absatz 4.1) und zum anderen die Finite-Elemente-Methode(vgl. Absatz 4.2),

zu der in Kapitel 5 verschiedene numerische Modelle des Qu&ims betrachtet werden.

Wahrend die FEM-basierten Berechnungen zum MEG-Vorwartsproblemunmittelbar auf
dem elektrischen Potential grundgelegt sind, sodass die Quellmadle in ahnlicher Weise
sowohl fir das EEG- als auch fir das MEG-Vorwartsproblem angewandt werde kdnnen,
so existiert fr den analytischen Weg je ein eigenstandiger Ansatzif EEG und MEG. Auf
analytischer Seite wird aufgrund der Schwerpunktlegung dieser Aveit der Ansatz fur das
EEG somit nicht von Bedeutung sein. Eine direkte Betrachtung des MEGs kann erfolgen.

4.1. Ein analytischer Ansatz fir MEG nach Sarvas

Fur eine analytische Losung bietet ein Spharenmodell die geeignetérundlage. Das Sphéa-
renmodell stellt als eine stark vereinfachte und mit geringem Relgenaufwand einhergehende
Modellierung den menschlichen Kopf in mehreren konzentrisobn Spharen dar. Die einzelnen
Sphéren entsprechen dabei verschiedenen Gewebeschichtens d€opfes. Im analytischen
Ansatz nach Sarvas wird die magnetische Flussdichte B fur ein symmesches Modell be-
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rechnet. Die Herleitung der Formel wird nachfolgend kurz erlautet, fir weiterfihrende
Erklarungen zum Beweis dieser Gleichung sei auf [Sar87] verwiesen

Da im Bereich der Messsensoren auyerhalb des Kopfes aufgrund seinsolierenden Eigen-
schaft kein Strom mehr ieyt, folgt aus der vierten Maxwellgleichung (3.3), dass in diesem
Bereichr B = 0 gilt. Ahnlich wie bereits die elektrische Feldstarke E lasst sich daher die
magnetische FlussdichteB als

B(x) = of U(X); 4.1

dem Gradienten eines VektorpotentialsU, darstellen ([Sch13], Kapitel 5). Bei der Kon-
struktion eines Ausdrucks fiir U ndet die im weiteren Verlauf dargestellte Gleichung (4.4)
Anwendung und es resultiert, wie in [Sar87] gezeigt,

1 Xo X
U(x) = 4—7p FO :

Einsetzen in (4.1) fuhrt zu

_ 0
4F 2
mit F = jx  Xj(jx Xoj jXj+ jXj> X Xo):

B(x) = (Fp Xo p Xo xrF) (4.2)

Dabei bezeichnep das Moment des Dipols an Positionxy. Dieser Ausdruck beschreibt die
gesuchte magnetische Flussdicht® im analytischen Ansatz nach Sarvas.

Eine Beschreibung des vorj P verursachten priméaren FeldesB, ist unter Verwendung obiger
Bezeichnungen durch

X  Xp

X P )

Bp(x)= ;P
gegeben. Der sekundare Anteil kann dann al8s = B Bp berechnet werden. Besonders
beachtenswert ist, dass die Leitfahigkeit nicht Teil dieser Terme ist. Damit hadngt das
auyere Magnetfeld in diesem geometrisch simpli zierten Fall nichtvon den Leitfahigkeiten
der einzelnen Gewebeschichten ab. Diese Stabilitdt der MEG-Da&in gegenluber Unsicherhei-
ten hinsichtlich der Leitfahigkeitswerte stellt im Spharenmodell einen bedeutenden Vorteil
des MEGs gegeniuber dem EEG dar. An obiger Gleichung (4.2) lasst sich dabiér hinaus
erkennen, dass radiale Dipole unter Annahme eines kugelférmigen Scheld aufgrund von
Symmetriee ekten im MEG nicht detektierbar sind. Denn fur ei ne radial orientierte Quelle
gilt p xp =0, sodass in diesem Fall der analytische Lésungsweg fiir alle Sensorjgamen
x auyerhalb des Kopfes inB (x) = 0 mindet. Des Weiteren ist B, die radiale Komponente
von B, unbeein usst vom Volumenstrom und entspricht genauB,. Es gilt

Br(x) = B(x) & = Bp(x): (4.49)
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Aus diesem Grund fuhrt eine Verwendung des analytischen Lésungsges bei radialen Sen-
soren fur alle Dipole zu einer Nicht-Erfassung des sekundéren Fedd Bs.

4.2. Die Finite-Elemente-Methode

Die Finite-Elemente-Methode (FEM) ist ein weit verbreitet es numerisches Verfahren und
ndet Anwendung in verschiedenen naturwissenschaftlichen Beeichen. Wéahrend die BEM
als numerisches Berechnungsverfahren auf einer Diskretisieng des Randes des jeweiligen
Berechnungsgebiets basiert, sodass im Kopfmodell lediglich diel§&r &chen der verschiede-
nen modellierten Schichten in endlich viele Teilgebiete zdegt werden, wird bei der FEM das
Volumen in die Diskretisierung einbezogen. Bei diesem Verfahrewird damit das gesamte
Berechnungsgebiet, in diesem Fall der Kopf, in endlich viele Tégebiete unterteilt. Die Aus-
fuhrungen beziehen sich in dieser Arbeit auf die als Continuous-Gatkin-FEM (CG-FEM)
bezeichnete Variante der FEM [Bral3]. Die Berechnungen kdnnen im C&EM auf den
einzelnen Elementen aufgrund angemessen gewahlter Geometrien garfacht durchgefihrt
werden. Die Losung wird schlieylich nur an den Eckpunkten, den Kioten dieser Elemen-
te, genau berechnet und an allen anderen Punkten mittels entspréend gewahlter An-
satzfunktionen interpoliert. Statt die Lésung zur schwachen Formuierung des EEG/MEG-
Vorwértsproblems im unendlich-dimensionalen RaumH () zu suchen, wird das Problem
auf einen endlich-dimensionalen Unterraum dieses Funktionsraumserlagert.

Die Zerlegung des Gebiets R3 erfolgt typischerweise in Hexaeder oder Tetraeder. Die
folgenden Ausfiihrungen beschranken sich auf Tetraeder, da dieséne sehr gute Approxi-
mation der jeweiligen Kopfgeometrie ermoglichen. Das gesamte Gebiet v %eometrisch
konform in eine endliche AnzahlM an Tetraedern T; partitioniert, sodass = jM:1 T qilt
und der Schnitt zweier beliebiger Elemente entweder leer isbder aus einem Knoten, einer
Kante oder einer Flache besteht. Die Menge der Tetraeder sei mil, bezeichnet. Figur 4.1
stellt eine Triangulierung sowohl eines Kugelmodells als auch e#s realistischen Kopfmo-
dells dar. Jedes Element wird durch seine Knoten festgelegt. Alsnterpolationsfunktionen
haben sich stlickweise lineare und stetige Lagrange-Basisfunktionemeren Werte in den
Knotenpunkten x; durch

8
<

N
o=,

0, 6]
festgelegt sind und die ihrem Verlauf entsprechend auch als Hutchrdunktion bezeichnet
werden, als geeignet erwiesen (vgl. Abb. 4.2).
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Abb. 4.1.: Im Rahmen der FEM wird das gesamte Gebiet des Kopfmodells in Tetraeer zerlegt.
Diese konnen bei Bedarf fur unterschiedliche Bereiche vers@tden groy gewahlt werden.
Links: Kugelmodell mit gleichméayigen Strukturen in Gehirn, CSF, Schadel und Haut.
Rechts: Triangulierung eines realistischen Kopfmodells.

Diese Basisfunktionen erzeugen den PolynomrauriVy,, de niert durch

Wh=1f 2L2%() j72PyT)8T 2Thg;

X3

wobei P (T) :=spanf 2;x,'jx2T; 2 N3; i ko
i=1

Der diskrete Raum W), dient somit als Approximation fur Hs. ([Bral3, Vorl6])
Der Raum der Basisfunktionen sei im Folgenden bezeichnet durchy, := f jjj =1;:;Nag.
Dabei ist N die Anzahl der Knoten des partitionierten Gebiets. Aufgrund der Linearitat des
Raums genugt es, im Rahmen der schwachen Formulierung des Vorwartspiolems diesen

als Raum der Testfunktionen zur Anwendung zu bringen.

Das gesuchte Potential lasst sich approximativ als eindeutige Linearkombination der
Basisfunktionen ; ausdriicken:

h = uj j- (4.5)

Gesucht ist nun zun&chst der Koe zientenvektor u := (u1; uy;::;;uy), der obige Gleichung
erfillt und durch den das zu berechnende Potential  festgelegt ist. An dieser Stelle sei
bereits darauf hingewiesen, dass der Koe zientenvektoru den Werten, die das Potential

an den Knotenpunkten annimmt, entspricht. Denn nach Konstruktion der Basisfunktionen
hat an jedem Knotenpunkt x; jeweils nur genau eine Funktion dPen Wert eins. Alle anderen
Basisfunktionen weisen hier den Wert null auf, sodass (x;) = sz1 up j(xi) = u; gilt.
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X3 Xz X3 Xa X5 Xe

Abb. 4.2.: Exemplarische Darstellung linearer Basisfunktionen der Knotenx; bis xg in 1D.

Durch Einsetzen von (4.5) in (3.9) erhalten wir
Ui < r ;ir i > dVv = r jpidV 8 2V,

die diskrete, schwache Formulierung des EEG-VorwartsproblemsMit
Kij = < r ogiroi>dv;
b = roj?dv (4.6)
resultiert die Matrixschreibweise
Ku = b: 4.7)

Der Losungsvektoru ergibt sich aus der Anwendung geeigneter Ldser, wie u.a. des AMG-
CG-Losers [WKARO02, LWD* 09]. Umstellen nach dem Losungsvektow resultiert in der
Gleichungu = K b, Auf dieses lineare Gleichungssystem zum EEG-Vorwértsproblemes
nachfolgend fiir die Ausfihrungen zum MEG zuriickgegri en.

Fur das MEG-Vorwartsproblem impliziert die Anwendung der Finite n-Elemente-Methode
vorerst eine Umformung des Biot-Savart-Gesetzes. Da das primare magtische Feld B,
stets analytisch berechnet werden kann und es daher keiner Appramation bedarf, sei nur
das sekundare magnetische Fel®s aus Formulierung (3.13) in approximativ diskretisierter
Form dargestellt, um die spater folgenden numerischen Quellmodi zur Anwendung zu
bringen. Mit Bezug auf (4.5) gilt zunéchst

X
r n(x)= upr j(x):
i

Damit ergibt sich fur die Berechnung des sekundaren magnetischekeldes amk-ten Sensor
an Position xi die Gleichung

Xk

Xk yi®

Xk Y
— roj —
7 Wr i) VP

Bs(xk) = Wr n(y) dy

9
4
X
dy:
j=1
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In Matrixschreibweise lasst sich der Term zur Berechnung des maignetischen Feldes fir alle
Sensoren zusammenfassen und unter Einbezug von Gleichung (4.7) fiaulieren als

Bs= Su=SK b (4.8)
. Xk Y
mit S := -2 ro —d
Kj ) Wr j(y) FORRE y
und Kjj := < (Y)r j(y)ir i(y)> dy:

Der LosungsvektorBs 2 R™ umfasst das resultierende magnetische sekundare Feld an allen
m Sensorpositionen des MEGs. Die Matrizerk 12 RN N und S2 R™ N auf der rechten
Seite werden fir alle hier betrachteten numerischen Quellmoelle durchgéngig unverandert
bleiben, die Transfermatrix T™¢ := SK 1 wird einmalig berechnet und fiir alle Dipole an-
gewandt. Die detaillierte Form von b2 RN wird aufgrund der verschiedenen Handhabungen
der Singularitatenfunktion variieren, r jP gilt es in Abhéngigkeit von der Wahl des kon-
kreten Quellmodells zu spezi zieren. Auf die verschiedene numerischen Quellmodelle wird
in Kapitel 5 konkreter eingegangen.
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KAPITEL 5

Die Quellmodelle

Um die formulierte Gleichung zum FEM-basierten MEG-Vorwartsproblem konkret l6sen
zu kénnen, gilt es die rechte Seite des linearen Gleichungssyste (4.7) geeignet zu model-
lieren. Eine grundlegende Herausforderung besteht dabei darin, didurch die Einflihrung
des mathematischen Dipols entstehende Singularitdt angemessen zwardhaben. Die ver-
schiedenen hierzu entwickelten numerischen Quellmodelldi erieren, bedingt durch ihren
jeweiligen individuellen mathematischen Ansatz, hinsichtlich diverser Parameter wie der
Berechnungsgeschwindigkeit, Genauigkeit der Lésung, Sensibilitéiir hohe Exzentrizitaten
der Dipole oder Abhangigkeiten von den geometrischen Rahmenbedingungeln diesem Ka-
pitel werden neben dem H(div)-Ansatz die beiden gangigen Methoden &tielle Integration
und St. Venant eingefiihrt und ihr mathematisches Konstrukt erlautert, um spater diese
drei Ansatze vergleichend evaluieren zu kénnen. Fir den Vergleicimit dem in Hinblick
auf das Vorwartsproblem ebenfalls gangigen Subtraktionsansatz sei auf die i[PNV™* 18]
durchgefiihrten Studien verwiesen.

5.1. Der H(div)-Ansatz

Im Wesentlichen gilt im Rahmen der FEM-Analyse, dass die rechte Sé&e von Gleichung
(3.7) handhabbar ist, sofern sie aus dem FunktionsraunH ! stammt und die Kompati-
bilitatsbedingung ([Wol15], Gleichung (6.33)) von der Di erentialgle ichung erfllt wird. In
Bezug auf die Anwendung kann allerdings auch von einer héheren Regul#it ausgegangen
werden, beispielsweise von einer rechten Seite ali$. Im Folgenden sei daherj P 2 H (div),
sodass die Divergenz der Primarstromquelle quadratintegrierbar is Der H(div)-Ansatz als
eines der in diesem Kapitel vorgestellten Quellmodelle approxniert in diesem Zusammen-
hang den Primarstrom j P durch Raviart-Thomas-Basisfunktionen. Das daraus resultierende
H(div)-Quellmodell wird im Folgenden genauer erlautert.

Dieses Kapitel beschreibt zunachst die mathematischen Grundlage zur Darstellung des
Primarstroms j P mittels Raviart-Thomas-Elementen und geht anschlieyend auf verdgiedene
Varianten des H(div)-Ansatzes ein.
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5.1.1. Der Raviart-Thomas-Raum

Der Raum H (div) ist de niert durch
H(div) := H(div; ):= fw2 (L%()) 3r w2L?) g

Zu Diskretisierungszwecken lasst sich deH (div) in endlichdimensionale Unterraume zer-
legen. Erste Ideen hierzu wurden 1977 von P.-A. Raviart und J.-M. Thonmas entwickelt,
sodass die entsprechenden Funktionen auch als Raviart-Thomas-Etente bezeichnet wer-
den [RT77]. Von Bedeutung ist somit fir nachfolgende Berechnungen daliese Funktionen
beinhaltende Raum.

De nition 1 (Raviart-Thomas-Raum) Sei Ty, die in Abschnitt 4.2 beschriebene Trian-
gulierung von . Der Raum der Polynome von Gradp k auf dem TetraederT 2 Ty, sei
gegeben durch

‘. X

sparf 2,x,'jx2T; 2 N§; i kg
X

sparf 2% 'jx2T; 2 N3; i = kg

Pk(T) :
Pk(T) .

bezeichne den Raum der homogenen Polynome von Gr&d Dann wird eine Komposition
dieser beiden Raume,

RTW(T) := (Pk(T)) + xPi(T)  H(div;T);

Raviart-Thomas-Raum der Ordnung k auf dem TetraederT genannt. [Vorl16]

Da die Normalkomponente der Raviart-Thomas-Elemente stetig an den EBmentgrenzen von
Ty ist, ist der RT-Raum tatsachlich ein Unterraum des H (div). Zum Beweis dieser Aussage
sei auf ([UII02], Lemma 3.5) verwiesen. Das mathematische Konstrukt zunH(div)-Ansatz
ist fur die Anwendung auf Raviart-Thomas-Raumen beliebiger Ordnurg giiltig. Dennoch
nden in der gangigen Variante lediglich die Raume der Ordnungk = 0 sowie k = 1
Anwendung. Die Approximation des Priméarstroms j P wird daher in Anlehnung an [PVW16]
mittels der in diesen Raumen enthaltenen linearen sowie quadratchen Basisfunktionen
dargestellt. Beide Formen seien zunéchst separat betrachtet.
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TZ Tl

Xo

Abb. 5.1.: Skizzierung benachbarter Tetraeder als Trager linearer RT-Basisfoktionen.

Lineare Basisfunktionen
Die linearen RT-Basisfunktionen entstammen dem RT-Raum kleinser Ordnung,
RTo(T):= fa+ bxja2 R%b2 R;x 2 Tg:

Trager einer Basisfunktion w 2 RTg sind jeweils zwei durch eine gemeinsame Seiten dche
verbundene TetraederT; und T». Unter Einbeziehung der Bezeichnungen aus Abbildung
5.1 kann eine Beschreibung dieser Basisfunktionen in Form von

8
X1 X .
wa xagr X2T
w(x) = ___ X X4 -
(x) E 3Vr, QX1 Xaj ’ x2 T
- 0; sonst

erfolgen. Das Volumen der Tetraeder sei al§/t, bzw. V1, beschrieben, die beiden auyeren
Eckknoten der Tetraeder alsx; und Xj.

Von Interesse sind in diesem Zusammenhang die linearen Nédéleadge-based face func-
tions, die einen Unterraum des H(div)-Raums aufspannen. Diese sindeschrankt auf die
Darstellung auf dem Tetraeder T, (und analog auf T»), gemay [PVW16] von der Form

lie.T

— 119,

WfEFT.g= fEFg EFTIgTy (5.1)
1

mit Kante E, dem Vektor l¢g 1,4 der gegenuberliegenden Kante und¢g.r.1,4 als Lagrange-
Basisfunktion auf T; bezlglich des der KanteE gegentiberliegenden Knotens auf der Flache
F. Die De nition von  g.r 4 ist gegeben durch

4 B 4 _
jijE;Tlg + IfE;ngjj jixa xajj

fEFg ™~ (5.2)
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X2

X1 X3

Abb. 5.2.: Skizzierung eines Tetraeders als Grundlage zur De nition quadratscher RT-
Basisfunktionen.

Bei Benennung der drei Kanten vonF als E1, E2 und E3 l&sst sich die RTp-Basisfunktion
w auf Tetraeder T, im gegebenen Kontext tbereinstimmend mit [BPV" 15] aufgrund vor-
liegender Aquivalenzen beschreiben als das Mittel

WirTig = 5(WiEFiTig + WiEFiTig + WiEsFiT1g)"

Die RT-Basisfunktionen bilden einen Unterraum der linearen Nédébc-Funktionen, beide
Funktionsarten resultieren im vorliegenden Kontext jedoch im sdben Dipolmodell [PVW16].

Spater folgende Ausfihrungen werden sich somit ohne Einschrankungeauf die Nédélec-
Formulierung der Basisfunktionen beziehen. Die linearen Basisihktionen werden in Anleh-

nung an ihre Konstruktion auch als face-intersecting (FI-Basisfunktion) bezeichnet.

Quadratische Basisfunktionen

Die quadratischen Basisfunktionen sind enthalten im RaumRT;. Der Tréger jeder dieser
Basisfunktionen besteht aust Tetraedern Ty;:::; T, die an eine gemeinsame Kante grenzen.
Beschrankt auf einen dieser Tetraeder lasst sich die Basisfunkdin in Anlehnung an vorherige
Ausfihrungen beschreiben als

lte
— g.
WfE;Tg - fEg fE;xi1g fE;x29 VT ’ (5-3)

wobei g, 4 die Lagrange-Basisfunktion des Knotenpunktsx; bezeichnet undligy den
Vektor von x1 nach x,. Wie in Abbildung 5.2 beschrieben, bildenx; und x, die Endpunkte
der gewahlten Kante E. Der skalare Wert (g4 ist festgesetzt als

20 _ 20
O tiiliggl  tiixe xa)i’

fE

Quadratische Basisfunktionen werden auctedgewise(EW-Basisfunktion) genannt.
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5.1.2. Interpolationsansatze

Um den Bezug zur dipolaren Quelle des Ausgangsproblems herzusteilekann jede Basis-
funktion w mit einer Dipolquelle beschrieben durch Moment und Position assoziiert
werden. Das synthetische Dipolmoment sei durch

Qv :== wdV (5.4)
gegeben und die Lokalisation als
Fw = %(x + X))

gewahlt. Die Knotenpunkte x und x beschreiben hierbei unter Anwendung lokaler Be-
zeichnungen fir lineare Basisfunktionen die Eckpunktex; und x4, bzw. x1 und X, flr qua-
dratische Basisfunktionen. Der Ort des Dipols entfallt demnach aufden Mittelpunkt der
Verbindungsstrecke zwischen den &uyeren Eckpunkten der beidebetrachteten Tetraeder
respektive der betrachteten Kante E. Dies erweist sich geméay [BPV 15] im Allgemeinen
als geeignete Wahl. Auch das Dipolmoment lasst sich in unmittelbarer Alhdngigkeit von
den Koordinatenvektoren der Eckpunkte der Tetraeder ausdricken Gleichung (5.4) wird
damit in Ubereinstimmung mit obigen Termina zu

Q= X
ix  x

Diese Umformung beruht auf den in (5.1) und (5.3) erfolgten Darstellunga von w auf ei-

nem einzelnen TetraederT . Die Herleitung dieser Darstellungsform des Dipolmoments wird

aufgrund der leicht verschiedenen Formulierungen in Anlehnung afPVW16] fur lineare

und quadratische Basisfunktionen getrennt vollzogen.

Herleitung fir lineare Basisfunktionen: Es ergibt sich unter Beachtung der Tatsache,
dass ; ferTgdV = VTT (Anwendung nachfolgend in Umformungsschritt 3), die Gleichung

_® _ ¥ lteT g
Qv = WigrTgdV = fEFg ™y, fEFTogdV

s=1 TS s=1 TS s
X 4 I V- x2 I

_ fE;Tsg VTs _ fE;TsQ
oo liETig T iEmogll Ve 4 o iliemigt lETdl

lteT.g* lfETg _ Xa X1

Memigt lfETgll I1Xa  Xdli

Es ist hierbei somit nicht notwendig, konkret eine der gemeinsameiKanten E; der Tetraeder
T1 und T, auszuwahlen.
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Herleitung fUr quadratische Basisfunktionen: Im Fall der quadratischen Basisfunktio-
nen ndet eine zusatzliche Lagrange-Funktion Eingang in die Berechnagen, sodass eine
weitere Hilfsgleichung vonnéten ist. Maygebend fir den zweiten Umfanungsschritt hin-
sichtlich qy ist, dass fir quadratische Basisfunktionen

8
< V. _

fEx g fEx gdV = : \:f’ (5.5)
. 8

gilt. Damit folgt

Xt a4y = Xt lteq g
WfE;TSg V = ngV fE;x1g fE;x20 \
s=1 Ts s=1 Ts s

X 20 legVr X lreg
o Uilegl Voo 20 ) tjjliggll
|ng _ X2 X1 |
iiliegll  dixe xajj

O

Nicht zuletzt eignet sich die Zuordnung von Dipolmoment und -ort zu ener jeden Ba-
sisfunktion w, um darauf basierend eine geeignete Interpolationsmethode zu konstieren
und so eine Gewichtung dieser zur Approximation vonjP angewandten Basisfunktionen
festzulegen. Das Ziel des H(div)-Quellmodells besteht wie auchei den nachfolgend dar-
gestellten Methoden darin, einen gegebenen Dipol an Position mit Moment p mdglichst
genau zu approximieren, um eine Darstellung vorj P zu ermdglichen, die eine numerische
Berechnung des gegebenen Vorwartsproblems zulasst und dem wahreneW ausreichend
nahe kommt. Im H(div)-Ansatz wird, wie oben erlautert, eine lineare Kombination der RT-
Basisgunktionen wg verwendet, um jP zu approximieren. DPie Gewichteck der Darstellung
jP=" M, cw giltes so zu bestimmen, dass die durch M akrwo undp M,
erfolgte approximative Beschreibung der Position und des Dipolmomits moglichst akkurat
ist. Hierbei gehen die den einzelnen Basisfunktionem, zugewiesenen Dipolpositionen und
-momente mit Faktor ¢y in die Berechnungen einM beschreibt nun die Anzahl der zur Ap-
proximation verwendeten linearen und/oder quadratischen Basisfaktionen wy. Abschnitt
5.1.4 wird konkreter auf die Auswahl dieser Basisfunktionen eingehlre Zur Bestimmung
des Koe zientenvektors ¢ := (c)k kbnnen Interpolationsmethoden mit unterschiedlicher
Schwerpunktsetzung Anwendung nden. (vgl. [PVW16])

Position Based Optimization  Die Position Based Optimization (PBO) ist insbesondere
auf eine hohe Akkuratesse des Dipolmomentp ausgerichtet [PVW16]. Zur Bestimmung des
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Vektors ¢ wird das Minimierungsproblem

W
min ¢ 2
¢ k=1
mit Qc = p als Nebenbedingung

gelost. Dabei istQ = (O, ;5 Qwy ) UNd = jjirw, rjj ein Wichtungskoe zient, der dieje-
nigen Basisfunktionen favorisiert, dessen Dipolort,, nahe dem gegebenem Dipolort liegt.
Dieses Minimierungsproblem lasst sich mit dem Verfahren der Lagrang®ultiplikatoren 16-
sen.

Mean Position/Orientation Method Die Mean Position/Orientation Method (MPO)
misst sowohl dem Dipolort als auch dem Dipolmoment Bedeutung zu. So #ies, c auf
Grundlage der Gleichungen

hd
P= GO
k=1
i :
0=— c&Owl(rw, 1) gl j=1;23 (5.6)
k=1

Zzu bestimmen, wobei ein Wert mindestens doppelt so groy wie die langste Kante des
FE-Gitters sei. Die erste Gleichung stellt sicher, dass das @iolmoment und damit auch
die Orientierung in angemessener Weise Bericksichtigung nde wéahrend die zweite Glei-
chung die Lokalisierung des Dipols in jeder kartesischen Dimensn im Durchschnitt auf
den Dipolort des gegebenen Dipols ausrichtet. [PVW16]

5.1.3. Eine assimilierte Formulierung des MEG-Vorwartsproblem s

Im Anschluss an die Bestimmung des Koe zientenvektors lasst sith hun zurtickgreifen auf

das Ubergeordnete Problem, das Losen des MEG-Vorwartsproblems. Wahrdndie Trans-

fermatrix T™9 = SK ! aus Gleichung (4.8) wie beschrieben fest gewéhlt wird, ist die
Darstellung des Vektorsb im H(div)-Quellmodell maygeblich von der Approximation jP's

durch die RT-Basisfunktionen wy in Form von

_ X
jP= Ci Wk
k=1

gepragt, sodass in diesem Quellmodell der Ausdruck (4.6) in disktisierter Form in

X
b = r jpidV: Ck rowg jdv
k=1
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resultiert. In Anlehnung an Formulierung (4.8) ist das Problem dann durch b:= Gc in der
Matrixschreibweise

Bs = SK Gc

zusammengefasst. Dabei sei der mittels der in Abschnitt 5.1.2 vorgestellten Verfahren
bestimmbare Koe zientenvektor und G die Matrix mit Eintragen

Gik = (r wg) jdV:

Der Einbezug der Gleichungen (5.1) und (5.3), den De nitionen vonwy, erméglicht die
verkirzte Formulierung

8
1 . ) . .
%y i korrespondiert mit Knoten x
Gik = : ﬁ i korrespondiert mit Knoten x
- 0; sonst

Dabei beschreibenx und x abermals die mit der jeweiligen Basisfunktionwy korrespon-
dierenden Eckpunkte, im linearen Fall die hinsichtlich der vebindenden Seiten &che gegen-
Uberliegenden und mit lokaler Bezeichnung als<; und X4 titulierten Knoten benachbarter
Tetraeder und im quadratischen Fall x1 und x» als Endpunkte der Kante E. Die Gultigkeit
dieser Formulierung sei fur beiderlei Arten an Basisfunktionen im Folgenden bewiesen.

Herleitung fur lineare Basisfunktionen:  Fir beliebiges, aber festek ermdglicht das
Einsetzen der De nition von wy unter Gebrauch lokaler Bezeichnungen die Darstellung des
Matrixeintrags

Gik = (r wg) jdv
(5:1) IfE;ng IfE;Tlg
= . I e i dV : r 'F; i dV
fE;Fg fE;F;T 29 VT2 n i fE;Fg fE;FT10 VTl N i
(5:7) 1 1
= ) — pdv. — i dv
fE;FQ VTz n i VTl N i
: 4 1 1
(5:2) T — i dV — i dV
” X4 X 1” VT2 T2 VTl T1

Basierend auf der Tatsache, dass; ;dV = VTT, falls ; einem Knoten von T zugehoérig

ist, und dass ansonsten . jdV = 0 gilt, impliziert die letzte Zeile obige Behauptung.
Denn bezieht sich ; auf einen Knoten der gemeinsamen Flache, heben sich die beiden
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Terme % ;, idV und ﬁ 7, 1dV gegenseitig auf. Fiir einen Knoten auyerhalb der
beiden Tetraeder ergeben beide Terme null. Gehort; hingegen zu einem der beiden duyeren
Knoten x; oder x4, so bleibt jeweils nur einer der beiden Terme bestehen. Folglh hat G pro
Spalte genau zwei von null verschiedene Eintrage. Fur die Umformung et zweiten hin zur

dritten Zeile sei darauf verwiesen, dass aufgrund der Konstruktiorvon lfg.1 g und gri1 g
r fE;FT29 IfE;ng =TI fEFTg IfE;Tlg =1: (5-7)
Herleitung fir quadratische Basisfunktionen: In fortgesetzter Analogie fuhrt im Fall

quadratischer Basisfunktionen die Beriicksichtigung der De nition von ¢g 4 sowie zusatzlich
die Anwendung der Produktregel fur Gradienten gemay [PVW16] zu

Gik = (r w) idv
(5:3) Xtoq
= ngIng T I’( fE;x19 fE;ng) i dv
s=1 'Ts Ts
X
= teglfeg" fExig v fExog i 0V
s=1 Ts Ts
X1
nglegr fE;X 20 Vo fEX10 i dV:
s=1 VIs Ts

Findet nun neben (5.7) abermals Gleichung (5.5) Anwendung, so restikrt die Behauptung.

5.1.4. Die Kon guration der Basisfunktionen

Um den Primarstrom jP und den entsprechenden Dipol zu approximieren, werden im
H(div)-Ansatz RT-Basisfunktionen verwendet. Dabei kénnen sowohl H-Quellen (lineare,
face-intersecting Basisfunktionen) als auch EW-Quellen (quadrasche, edgewise Basisfunk-
tionen) Eingang nden. Je nach Wahl der einbezogenen Elemente der Tangulierung erge-
ben sich verschiedene Kombinationsmdglichkeiten und damit mehre Varianten des H(div)-
Ansatzes. Die aktuelle Implementierung in duneuro ermdglicht bem H(div)-Ansatz eine
Verteilung des Dipols Uber bis zu funf benachbarte Elemente. Zsétzlich zu dem die Quel-
le beinhaltenden Element kénnen die an den Seiten chen diesesléients angrenzenden
Tetraeder hinzugezogen werden. In Abbildung 5.3 sind die untersdhdlichen Ausgangsla-
gen hinsichtlich der bertcksichtigten Elemente dargestellt. Aifbauend auf der Wahl der
Anzahl der Elemente kdnnen zudem bis zu finf verschiedene Kombationen aus Fl- und
EW-Basisfunktionen Anwendung nden. Flr den exemplarischen Fal der Berlicksichtigung
aller vier Nachbarelemente veranschaulicht Abbildung 5.4 den Einbeug von FI- respektive
EW-Basisfunktionen. So kdénnen fakultativ nur die unmittelbar zu dem die Quelle beinhal-
tenden Element gehérenden EW-Basisfunktionen gewahlt werden (Abb5.4 (i)).
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Diese Variante gilt als Ausgangspunkt der Entwicklung des H(div)-Ansatzes und wird als ein
Spezialfall auch als Whitney-Ansatz bezeichnet. In Erweiterung ézu kénnen im Rahmen
des weiterentwickelten Modells auch die EW-Basisfunktionen dr unmittelbar benachbarten
Tetraeder einbezogen werden (Abb. 5.4 (iii)). Ebenso besteht dieMoglichkeit, die Berech-
nungen auf bis zu vier Fl-Basisfunktionen basierend durchzuftihen (Abb. 5.4 (ii)). Dartber

hinaus konnen EW- und FI-Basisfunktionen kombiniert werden, socss sowohl EW- als
auch Fl-Basisfunktionen in den Berechnungen Bericksichtigung nden.

n=>5

Abb. 5.3.: Im H(div)-Ansatz kénnen bis zu funf Tetraeder Grundlage fir die Berechnungen sein.
[Mii17]

Kein unmittelbarer Einbezug . Einbezug benachbarter Tetraeder . Einbezug benachbarter Tetraeder

benachbarter Tetraeder 4 FI-Basisfunktionen . 18 EW-Basisfunktionen
6 EW-Basisfunktionen

iv) v)

Einbezug benachbarter Tetraeder . Einbezug benachbarter Tetraeder

(teilweise) 4 Fl-Basisfunktionen

4 Fl-Basisfunktionen . 18 EW-Basisfunktionen
6 EW-Basisfunktionen

Abb. 5.4.: Basisfunktionen beiderlei Ordnung kdnnen in verschiedener Koilmination Eingang in die
Berechnungen nden. Darstellung in 3D. (erstellt in Anlehnung an [PVW16])

Neben der Mdglichkeit, FI-Basisfunktionen lediglich in Kombination mit den sechs EW-
Basisfunktionen des inneren Tetraeders (Abk.: i.EW) zur Anwendwng zu bringen, kénnen
zusammen mit den FI-Funktionen auch die EW-Basisfunktionen auf jelem der gewahlten
Tetraeder Berucksichtigung nden. So besteht Variante (iv) aus den vier FI- sowie sechs
innenliegenden EW-Basisfunktionen und Variante (v) als Kombination aller in unmittelba-
rer Nachbarschaft verfligbaren Funktionen aus vier FI- und achtzehn EWBasisfunktionen.
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Insgesamt ergeben sich so 17 Kombinationsmdglichkeiten. Welche Kon gation die besten
Resultate hervorruft, gilt es zu Gberpriufen. Die restringierte Form der H(div)-Varianten er-

moglicht dabei zwecks Fehlerreduktion einen Ausschluss von Bagimktionen, die auyerhalb
der den Dipol beinhaltenden Gewebeschicht gelegen sind. Wie in Agendix A erlautert, sind

von der Restriktion jedoch die EW-Basisfunktionen, deren Trager rur teilweise in das CSF
hineinreicht, nicht betro en (vgl. Abschnitt A.1.1 sowie Abb. 5.5).

Abb. 5.5.: Einbezug von EW- und Fl-Basisfunktionen (schwarze Pfeile) bei eaem Dipol (roter Pfeil)
am Kompartimentetibergang. Links: nicht-restringierter H(div)-Ansat z, rechts: restrin-
gierter H(div)-Ansatz.

Der H(div)-Ansatz ist einer von verschiedenen Ansatzen, um das Vorwdsproblem nume-
risch zu l6sen. Er wird in den in Kapitel 7 prasentierten Studien evaluiert und zudem mit
dem Ansatz der Partiellen Integration sowie dem St. Venant-Ansatz in \ergleich gebracht,
die beide im Folgenden erlautert werden.

5.2. Der Ansatz der Partiellen Integration

Eine Mdglichkeit, auf die Singularitdt zu reagieren, besteht in der ein mathematischen
Vorgehensweise, den Di erenzialoperator durch partielle Integraton auf die Testfunktion
zu Ubertragen. Unter Verwendung des mathematischen Dipol§P = M , kann der Vektor
b der diskreten, schwachen Formulierung des Vorwartsproblems uhe

b:= rojP odv= Mr , dV

beschrieben werden. Das Integral einer singularen Funktiom , ist jedoch nicht genauer
de niert, sodass es eines speziellen Vorgehens bedarf, um disgtroblem zu I6sen. Eine M6g-
lichkeit hierzu wird durch den Ansatz der Partiellen Integration geboten. Unter Anwendung
des Gauyschen Integralsatzes, einer Form zur partiellen Integrationmh Mehrdimensionalen,
sowie der Neumann-Randbedingung ergibt sich

b = rojPidv= jPr idv @j° ids= jPr ;dv;
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sodass der Di erentialoperator von j P, und damit von der -Distribution, an die Testfunk-
tion Ubergeben wird. Eine Umformulierung von jP im Rahmen des mathematischen Dipols
sowie die Anwendung der De nition der -Distribution resultiert in

8

<SMr i(Xg): Xp2su i
h: jpl’ idVZM <ol idV=_ |(0) 0 PP i
-0 sonst

Dabei liegt xo genau dann in supp i, wenn deri-te Knoten zu dem Element gehort, in
dem sichxg be ndet. [LWD * 09] Besteht das FEM-Gitter aus Tetraedern, so hatb demnach
genau vier Eintrage, die ungleich null sind. Im FEM-Modell ist eine abschnittsweise linea-
re Ansatzfunktion ; so gewahlt, dassr ; eine elementweise konstante Funktion ist (vgl.
Abschnitt 4.2). Der Wert von b bleibt demzufolge unverandert, wenn der Dipol innerhalb
eines Elementes verschoben wird. Untersuchungen haben gezeigiass durch den Ansatz
der Partiellen Integration insbesondere mittig in den Elementenplatzierte Dipole gut ap-
proximiert werden kdénnen [BPV* 15]. Die Legitimitat der Anwendung dieser Methode sei
mit [YNH91] in Hinblick auf die Herleitung des mathematischen Dipols begfindet.

5.3. Der St. Venant-Ansatz

Eine weitere Mdglichkeit, die Singularitat des Vorwartsproblems zuhandhaben, ist durch
den St. Venant-Ansatz gegeben, der auch als Blurred-Dipol-Modell beeichnet wird (vgl.
[SRBK94, BKF* 97, Med16]). Dieses Quellmodell basiert auf dem Prinzip von St. Venan
das aus dem Bereich der Mechanik bekannt ist. Ubertragen auf den vorlgenden Kontext
mundet es in der Aussage, dass bei geringen Anderungen hinsichtligipezi scher Details
der Dipolapproximation die Messergebnisse, die in angemessener ffmung an den Senso-
ren aufgenommen werden, nicht beein usst werden. Die Singularét wird hierbei raumlich
aufgeteilt, indem im benachbarten Bereich rund um den Dipol an den Kiotenpunkten mo-
nopolare Senken und Quellen angesetzt werden. Der Kernpunkt dies St. Venant-Ansatzes
ist, dass das resultierende Momenfl des so approximierten Dipols mdglichst genau dem
tatsachlichen Dipolmoment M entspricht. Die im Folgenden vorgestellte Variante kann als
Standardform des St. Venant-Ansatzes bezeichnet werden. In [NUy18] wd diese mit dem
Begri monopolar Venant approachreferenziert.

Zur Platzierung der Monopole wird, wie in Abbildung 5.6 illustriert, zundchst derjenige
Knoten x; des Netzes bestimmt, der den geringsten Abstand zur dipolaren Quelin Xg
aufweist. Anschlieyend werden an diesem Knoterx; und an allen benachbarten Knoten
X2; 5 Xm Ladungen oi;:::; gn platziert. Diesen Ladungsvektor g = (t;:::;0m) gilt es im
Folgenden zu bestimmen.



Kapitel 5. Die Quellmodelle 33

Dipol Dem Dipol nachstgelegener Venant—Monopole
Knoten

ANNANNS 7

Abb. 5.6.: Der St. Venant-Ansatz basiert auf der Generierung monopolarer Ladungen armen be-
nachbarten Knotenpunkten des dem Dipol nachstgelegenen Knotens. (gellt in Anleh-
nung an [Med16])

. . . - P .
Die Ladungsdichte wird approximiert durch = [2; g ,. Aus dem allgemeinen Fall des
Dipolmoments

T= (X Xg) (x)dx
entsteht dann die diskrete Form durch

xn xn
T= (X Xo) g x(x)dx= (X X0)a x (x)dx
=1 =1
xn xXn
X0)q = X100}
=1 =1

1
—~
x

mit  Xjg:= X| Xo:

Anschaulich betrachtet ndet sich hier ein Prinzip der Mechanik wieder. Ein langer Hebel
( X als Vektor von Xg zu X;) geht mit einer kleinen Kraft einher, wahrend bei kurzen He-
beln fir das gleiche Moment ein groyerer Kraftaufwand ndétig ist. Um eine ndglichst genaue
Losung zu nden, seien zudem in Analogie zu [BKF 97, Wol03] die n-ten Dipolmomente

xXn
T®=""( xo"a; n2N (5.8)
1=1
mit einbezogen. (Im Allgemeinen wirdn = 1 oder n = 2 als héchste Ordnung gewahlt.)
Dabei sei (et 2 R so gewahlt, dass

|
( X0k ==( Xi0k= ref< 18l =1;:m

eine angemessene Reskalierung mit = 1; 2; 3 als kartesische Dimensionen sei. Ist der Ab-
stand des Dipols zu einenmx; zu gering, kdnnen eine besonders hohe Ladurg und damit
mdglicherweise einhergehende numerische Instabilitaten die Fgé sein. Um dies zu vermei-
den, kanng =0 fiiralle | =1;:;m mit X0 < 10 3 gewahlt werden. Alternative Anséatze
lassen von vornehereinx,, den dem Dipol nachstgelegenen Knoten, bei der Verteilung der
monopolaren Ladungen auyen vor, um so das Risiko numerischer Fehler zu rvimgern.
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Gleichung (5.8) kann gemay [Vorl6] in Matrixform ausgedriickt werden als

0 1 0 1 0 1

(TO)y ( %10 ( X20)2; ( Xmo)? th

%(TWE_% (ot (o)l xmo)&g %%E o
: - : : : C Xk Q-

(TM)y ( x10)g; ( X20)%; ( Xmo)R Om

Der gesuchte Vektorg2 R™ basiert dann auf dem Ldsen des Minimierungsproblems

mqinijk Xk dj
@ 1"
(2 ref)n

wodurch das Moment des multipolaren Modells gegen das Dipolmoment komrgiert.
Um jedoch eine eindeutige Losung zu erhalten, muss zusatzlich ein&ichtungsmatrix W

mit Mic:= (MMM (Mg = M

(Tikhonov-Phillips Regularisierung) mit  als Regularisierungsparameter Anwendung n-
den. Eine Kombination beider Anforderungen resultiert in dem zu mnimierenden Funktio-
nal

F (o) = jiMk  Xkqiid+ jiWkajj3
mit Wy : = DIAG((( X10)k); =5 (( Xmo)k)):

Es emp ehlt sich, den Parameter mdoglichst klein zu halten, um eine akkurate Lésung
erzielen zu kdnnen. Wenngleich sogar eine Einzelfallbestimmungirf verschiedene Dipole
maglich ware, wurde insgesamt bei der konkreten Wahl von jedoch eine geringe Sensitivitat
beobachtet, sodass sich ein xer Wert von = 10 © etabliert hat. [Vorl6] Di erenzieren
nach g fuhrt zur L6sung des Minimierungsproblems,

X)X+ (W) Wi)g= (XY My

Flr den Vektor g resultiert

» tr tr 1 X tr
q= ((XKk)™ X+ (W)™ W) (Xk)™ My:
k=1 k=1
Durch den in der ersten Maxwellgleichung (3.1) implizierten Zugmmenhang zwischen Di-
vergenz vonjP und der Stromquelle, im Speziellen der Ladungsdichte und damit den
monopolaren Ladungenq, gilt wie in [Vorll] und [Wol03] erlautert, dass
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Infolgedessen lasst sich der gesuchte Vektdr schreiben als

xXn
b = ir jPdv = i g x,dV = q i xodV
8 1=1 I=1
< qg; 912f1:;mg:i=GLOB(I)

0 sonst

Die Funktion GLOB bestimmt den globalen Index i zu jedem lokalen, aus der Nachbarschaft
ZU Xo hervorgegangenen Index. Der Vektor b ist wie im Ansatz der partiellen Integration
schwach besetzt. Lediglich diem Positionen, die zu einem der alsxq;:::;Xxm gewahlten
Nachbarn des betrachteten Dipols gehoéren, kdbnnen einen von null versiedenen Eintrag
hervorrufen.

/\ y
/ \ /

A VAR
\\ Vo \ / \/"\/
N/

Abb. 5.7.: Einbezug benachbarter Knoten bei Dipolen an KompartimentibergéngenLinks: nicht-
restringierter St. Venant-Ansatz, rechts: restringierter St. Venant-Ansatz.

Besonderer Beachtung bedirfen wie im H(div)-Ansatz grobe Netze odamahe an den Kom-
partimentgrenzen lokalisierte Dipole. Um verzerrte Ergebnisse awgrund von in verschiede-
nen Gewebeschichten platzierten Ladungen zu vermeiden, stelit. a. [MLS* 15] eine modi -
Zierte, restringierte Variante des St. VVenant-Ansatzes vor, die nu diejenigen benachbarten
Knoten bericksichtigt, die in derselben Schicht liegen wie deDipol selbst (vgl. Abb. 5.7).
In Bezug auf das hier betrachtete Quellmodell wird diese Restktion auch als Venant Con-
dition bezeichnet [Med16].
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KAPITEL 6

Die numerische Implementierung

Zum Losen des FEM-basierten MEG-Vorwartsproblems stehen verschidene Programme
zur Verfiigung. Enthalten sind die in dieser Arbeit aufgegri enen Quellmodelle u. a. in der
Software duneuro, die ein routiniertes und schnelles Berechneder Losungen ermdglicht.
Alle Studien dieser Arbeit zum Vergleich der Quellmodelle zum MEG-Vorwartsproblem

beruhen auf der Verwendung von duneuro. Die Handhabung dieser Softwe sei in diesem
Kapitel beispielhaft erlautert.

6.1. Die Software duneuro

duneuro ist eine C++-basierte Open Source Software-Bibliothek,die auf DUNE (Distri-
buted and Uni ed Numerics Environment), einer modularen Toolbox zum L&sen partieller
Di erentialgleichungen mit gitterbasierten Verfahren, aufbaut. D UNE stellt Grundlagen
zur einfachen Implementierung, unter anderem im Bereich der Fiiten Elemente, zur Ver-
figung. [BHM10] Die in Mlnster in Kooperation zwischen dem Institut fir Analysis und
Numerik der Westfalischen Wilhelms-Universitat und dem Instit ut fiir Biomagnetismus und
Biosignalanalyse entwickelte Software duneuro ist auf die Verwenduog in den Neurowissen-
schaften angelegt und halt Werkzeuge fiir verschiedene FEM-basiert Problemstellungen
bereit. duneuro ermdglicht unter anderem das Losen des Vorwartsprokims fur EEG und
MEG. Hierbei kbnnen unterschiedliche Parameter individuell augewahlt und den jeweiligen
Anforderungen angepasst werden. Unterstlitzt werden verschiedenéarianten der FEM, wie
CG-FEM (continuous Galerkin), DG-FEM (discontinuous Galerkin), CutFEM oder auch
UDG-FEM (un tted discontinuous Galerkin), eine Diskretisieru ng des Kopfmodells kann
sowohl durch Hexaeder als auch durch Tetraeder erfolgen. duneuro vdrkontinuierlich um
neu im Anwendungsbereich entwickelte Methoden erweitert. Fii die Software ist sowohl
eine Python- als auch eine MATLAB-Ober dche vorhanden, sodass eine C+-unabhangige
Verwendung maoglich ist. [NPS" 19]
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6.2. Das Losen des MEG-Vorwartsproblems in duneuro

Im Rahmen dieser Arbeit wurde zunachst der Quellcode der im Rahme von [Miil7] far
das EEG erstellten Version zum H(div)-Quellmodell an die aktuele Gestaltung von duneuro
angepasst. Im Anschluss wurden unter Nutzung der MATLAB-Ober ache Sripte fir die
Anwendung der verschiedenen Quellmodelle auf das MEG-Vorwartspblem erstellt. Das
Ldsen des MEG-Vorwartsproblems mithilfe von duneuro sei im Folgende ausschnittsweise
dargestellt, die zentralen Schritte seien an einem beispielhagéh MATLAB-Skript erlautert
(vgl. auch [MRU™ 19]).

%% Erstellen des drivers

ctg = [1;

cfg.type = '"fitted';

cfg.element type = 'tetrahedron';

cfg.solver type = 'cg';

cfg.volume conductor.grid.filename = 'sphere tet 274k.msh';
cfg.volume conductor.tensors.filename = '4dlayer tet.cond';
[..]

driver = duneuro meeg (cfg);

Zuerst wird ein driver erstellt, der die Hauptschnittstelle zu duneuro bildet. Hierbei wird
neben der Elementart bei der Diskretisierung €lement type) auch der FEM-Typ (sol-
ver_type) spezi ziert und das den Berechnungen zugrunde liegende Gitteretz des Kopf-
modells sowie die zugehdrigen Leitfahigkeiten tbergeben.

%% Einlesen der Sensoren

load coils.mat

load projections.mat
driver.set coils and projections(coils, projections);

%% Aufstellen der Transfermatrix

cfg = [1;
cfg.solver.reduction = 'le-10";
transfer matrix = driver.compute meg transfer matrix(cfg);

Im Anschluss werden die Sensoren mit Position und Orientierung grojections) eingele-
sen und in dendriver eingep egt. Die Mayeinheit des Gitternetzes und der enthaltenen
Knoten- sowie Sensorpositionen ist standardmayig Millimeter. Die Léfahigkeit sei demzu-
folge hier in Smm angegeben, der Wert der Permeabilitdt des Vakuums, g, in VssAmm.
Basierend auf diesen bisherigen Daten kann die Transfermatrix bemhnet werden (dri-
ver.compute_meg_transfer_matrix ), die wie in Abschnitt 4.2 erlautert fur alle Quell-
modelle identisch ist.
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%% Einlesen der Dipole
load dipoles.mat

%% Berechnen des sekundaren B-Feldes

cfg = [1;

cfg.source model.type = 'whitney';
cfg.source model.restricted = 'true';

s cfg.source model.referencelLength = '10';
cfg.source model.n ele = '5';

cfg.source model.faceSources = 'all';
cfg.source model.edgeSources = 'all';
cfg.source model.interpolation = 'PBO';

[..]

lead field W = driver.apply meg transfer(transfer matrix, dipoles, cfg);

1f W = -le-4*lead field W;

Hiernach wird eine beliebige Anzahin an Dipolen, charakterisiert durch einen 6 - Matrix
bestehend aus Positionen und Orientierungen, Ubergeben. Des Weien wird ein Quell-
modell gewahlt, die Parameter festgelegt und schlieylich Ubedriver.apply_meg_transfer
mittels eines den Erlauterungen in Kapitel 5 entsprechenden Algathmus die Kalkulation
des demgemayen sekundaren B-Feldes veranlasst.

Im vorliegenden Beispiel des H(div)-Quellmodells, welches irduneuro als Typ whitney
auswahlbar ist, sind verschiedene Faktoren zu berlicksichtigen. &Skann zunéachst festge-
legt werden, ob die restringierte Version des Ansatzes zur Anwendunkommen soll Gour-
ce_model.restricted, s. Abschnitt A.1.1). Darlber hinaus ist zu entscheiden, wie vieleder
benachbarten Tetraeder bei der Wahl der Basisfunktionen berickshtigt werden (n_ele,
ein bis funf Elemente wahlbar) und ob FI-Basisfunktionen und/oder EW-Basisfunktionen
in die Berechnungen einbezogen werden sollen. Hierbei bestehtjenin Abschnitt 5.1.4 be-
schrieben, die Mdglichkeit, entweder alle auf den gewahlten Tetradern verfligbaren EW-
Basisfunktionen einzubeziehengource_model.edgeSources = 'all) oder nur die des inneren,
den Dipol beinhaltenden Tetraeders (internal’ ). Sollen keine EW-Basisfunktionen Eingang
in die Berechnung nden, wird der Parameter auf'none' gesetzt. Ebenso wird der Einbezug
der Fl-Basisfunktionen festgelegt. Fir den Parametersource_model.faceSourcekann ent-
sprechend'all’ oder 'none' gewéhlt werden. Zwischen den beiden verfligbaren Interpolati-
onsmethoden PBO und MPO entscheidet der Eintrag untersource_maodel.interpolation. Fur
die MPO wird zudem der hier auskommentierte Parametersource_model.referencelLength
aufgenommen, der als Wert in Gleichung (5.6) in die Berechnungen des Interpolationsan-
satzes eingeht.

Zu beachten gilt, dass in duneuro der in Formulierung (4.8) eingebudene Parameter ¢ bei
der Erstellung der Transfermatrix sowie bei der anschlieyendenwendung dieser nicht be-
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ricksichtigt wird, sodass der durch Ausfiihren vondriver.apply_meg_transfer resultierende
Ausdruck noch manuell mit  z® (= 1e-4) multipliziert werden muss, um schlieylich das
sekundare B-FeldBg (If_W ) an den Sensorpositionen zu erhalten.

Das primare B-Feld B, als analytische Losung von Formel (4.3) kann unmittelbar in MAT-
LAB aufgestellt und berechnet werden, dies bedarf keiner Anwendug von duneuro. Um
das gesamte B-Feld zu erhalten, werden beide ErgebnissB { und B,) miteinander addiert.

In &hnlicher Weise, wie hier exemplarisch fir den H(div)-Ansatz elautert, kénnen die Quell-
modelle Partielle Integration (source_model.type='partial_integration' ) sowie St. Venant
(source_model.type='venant') zum Loésen des MEG-Vorwartsproblems herangezogen wer-
den.
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KAPITEL 7

Numerische Untersuchungen im Spharenmodell

Eine entscheidende Frage ist, wie gut die Performanz der Quellmaale der Partiellen In-
tegration, St. Venant und H(div) bei der Losung des MEG-Vorwartsproblems ist und dar-
Uber hinaus, welcher dieser Ansétze bestgeeignet ist. Mit welcie Quellmodell kbnnen die
akkuratesten Ergebnisse erzielt werden? Wie groy sind die numesthen Fehler? Um sich
diesen Fragen stellen zu kénnen, ist zunéchst eine Betrachtung deverschiedenen Quell-
modelle im Spharenmodell empfehlenswert. Wenngleich ein Sginenmodell nur eine erste
grobe Geometrie-Approximation darstellt und zu unrealistischen Synmetriee ekten fiihrt,
so liegt jedoch ein groyer Vorteil darin, dass bei Anwendung des Sphanenodells eine analy-
tische und damit unter Annahme eines zentrischen, spharischen &pfes eine exakte Losung
zum Vorwartsproblem generiert werden kann. In Folge dessen ist ein &erenzwert fir die
Quellmodelle vorhanden. Zumindest im Bereich des somatosensoctsen und auch des mo-
torischen Kortex bietet das Spharenmodell tatsachlich eine gute Anéherung an die reale
auyere anatomische Struktur. Auf die analytische Punktdipollésung kezogen kdnnen An-
nahmen Uber die Genauigkeit des jeweiligen numerischen Quellrdells getro en und spéater
gegebenenfalls auf das realistische Modell Ubertragen werden. Sdesein diesem Kapitel
unterschiedliche Studien, die sich mit der Anwendung der Quimodelle im Spharenmodell
befassen, dargestellt und erlautert. In den einzelnen Abschnign werden verschiedenste
relevante Aspekte wie die Wahl der Basisfunktionen im H(div)-Ansatz dem Diskretisie-
rungsgrad des Kopfmodells, die Dipolausrichtung und die Sensorkomyuration betrachtet.

7.1. Die Fehlermaye

Das Ausmay, in dem die jeweilige numerische Losung von der analytischeLdsung des
MEG-Vorwartsproblems abweicht, wird im Allgemeinen hau g mit den b eiden Fehlermayen
RDM (relative di erence measure) und MAG (magnitude error) erfasst. Seien nachfolgend
zunéachst die MayeRDM und MAG betrachtet, de niert durch

num ana

T IR | A

m( num; ana) -

MAG( ™ = Iz,
] 2
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Dabei bezeichnet ™™ 2 RS die Losung unter Anwendung des jeweils betrachteten nu-
merischen Quellmodells und @@ 2 RS die analytische Loésung aus Abschnitt 4.1, die als
Referenz im Spharenmodell dient. Wahlweise kann, so in Abschnitt 7.2 erlautert, das vol-
le magnetische FeldB oder aber nurBg reprasentieren. Wie in Kapitel 4 hergeleitet wurde,
beinhalten diese beiden Lésungsvektoren die gesuchten Werte an d&ensorpositionen,s
entspricht dabei der Anzahl der Sensoren. DelRDM bewegt sich in seiner dargestellten,
urspringlichen Form im Intervall von O (=kein Fehler) bis 2 und beschreibt durch die
Normierung der beiden Argumente invariant gegeniiber eventuellen Sdierungen der Daten

den topographischen Fehler. In der vorliegenden Anwendung wird edurch den Faktor 1—20
auf Prozentwerte skaliert. Der MAG hingegen hat in seiner Ausgangsfornseinen optima-
len Wert bei 1 und spiegelt die Abweichung der numerischen von deanalytischen Lésung
hinsichtlich der Magnitude wieder. Fur eine verbesserte Darstllung eignet sich die loga-
rithmierte Formulierung. So ergibt sich eine symmetrische Furktion mit Null als optimalem
Wert. Anhand dieser Darstellung kann leicht eine Einteilung in Unter- und Uberschatzung
der Magnitude erfolgen. Die Fehlermaye dieser Arbeit prasentierenish damit als

RDM( ™™ ; @) := 100 - = —
C2 | Il I | e |
e .. !
INMAG( ™™; @) :=In CE— L
=)z

Da fur kleine jxj die Aussage In(1 +x) x gilt, greift fir geringe Abweichungen das
Verhaltnis INMAG I ™2 1 sodass der Ausdruck 100InMAG in diesem Fall als

i jj2
prozentuale Verdnderung der Magnitude interpretiert werden kann[Vor16].

Die Visualisierung der Ergebnisse erfolgt groyteils in Form von Boxplos, die sowohl den
Median als auch unteres und oberes Quartil und damit den Interquartisabstand (IQR),
sowie Ausreiyer darstellen. Auf diese Weise wird ein umfasserd Vergleich ermdglicht. Zur
Auswertung erfolgt eine Gruppierung der Dipole gemay ihrer Exzetrizitat, die den relativen
Abstand eines Dipols zum Mittelpunkt des Sphérenmodells besclaibt. Dementsprechend
ist die Exzentrizitat eines Dipols d im Folgenden de niert als

Exzentrizitat( d) = 2X0 X2,

linnen

wobei xg den Dipolort, x. den Mittelpunkt der Sphéaren und rinnen den Radius der inneren
Sphére, dem Gehirn, bezeichne.
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Abb. 7.1.: Links: Spharenmodell mit gleichverteilten Sensorpositionen, rehts: tangentiale Dipole
zum Sphéarenmodell.

7.2. Eine vergleichende Analyse der Quelimodelle

Im Rahmen dieser Arbeit ist von groyem Interesse, welche Auswirkugen die unterschiedli-
chen Quellmodelle auf die Lésung des FEM-basierten MEG-Vorwartspblems haben. Bei
der Erstellung entsprechender Studien gilt es verschiedenarameter zu beachten. Die Re-
sultate kdnnen von diversen Faktoren beein usst werden. Um die Kompexitat nicht zu
Ubersteigen und auf Grundlage bereits in der Literatur vorhandener Efahrungswerte sei-
en im Folgenden nur einige der vielen mdglichen Variationsmdglichke#n gewahlt. Da der
H(div)-Ansatz in duneuro bislang nur flr Tetraeder verfligbar ist, wird die Diskretisierung
der Gebiete in den folgenden Studien stets mittels Tetraedern drchgefihrt. Es werden zu-
dem fir alle Studien einheitliche Leitfahigkeiten gewahlt sowie Imsichtlich ihrer Position
zunachst gleiche Sensoren. Die hier gewahlten Punktsensoren sindofern nicht anders er-
wahnt tangential ausgerichtet. Auf einer Sphare mit einem Radius von110 mm gleichmayig
verteilt, be nden sich die 270 Magnetometer im Abstand von 18 mm zur &uyeen Schicht
des Kugelmodells. Ebenfalls seien die verwendeten Dipole vosgrtangentialer Ausrichtung
(vgl. Abb. 7.1). Die Platzierung der Dipole innerhalb der einzelnenGehirntetraeder erfolgt
zufallig, um keines der Quellmodelle durch entsprechend posdnierte Quellen zu bevortei-
len. Darliber hinaus wére ein solches Vorgehen bewusst platzierteripole fur die konkrete
Applikation im Inversen Problem nicht zielfihrend, da die Quellen im realen Anwendungs-
fall im Vorhinein nicht bekannt sind. Die Dipole werden somit an verschiedensten Positionen
innerhalb der Elemente gelegen sein. Alternativ ware ein in [Vor11] bechriebenes Verfahren
denkbar, bei dem Orte geringsten Fehlers als Grundlage fur folgendener- und Extrapola-
tionen genutzt werden. In den folgenden Studien werden vierschhtige Spharenmodelle un-
ter Einbezug der Gewebekompartimente Haut, Schadelknochen, CSEnd Gehirn genutzt.
Bei der Erzeugung der Spharenmodelle fand das Verfahren der Delaag-Triangulierung
Anwendung [SGO05]. Die Tabellen 7.1 geben die Details dieser Modellginsichtlich Gewe-
beschichten, Radii und Leitfahigkeiten sowie der Anzahl an Knoten um Elementen wieder.
Wenngleich die Wahl der Leitfahigkeiten einen weitaus gréyeren Ein wss auf das EEG als
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Gewebeschicht Radius | Leitfahigkeit Modell | #Knoten | #Elemente
(mm) | (S/m)
Haut 92 0,43 tet-26k | 26.056 173.574
Schéadel 86 0,01 tet-92k | 92.118 536.146
CSF 80 1,79 tet-274k | 274.400 | 1.642.794
Gehirn 78 0,33 tet-612k | 611.950 | 3.677.464
tet-939k | 939.119 | 5.804.575

Tabelle 7.1.: Links: Ubersicht liber die Radii und Leitfahigkeiten der vierschichtigen Spharenmo-
delle. Rechts: Anzahl der Knoten und Elemente der unterschiedth fein diskretisierten
Modelle.

auf das MEG hat, so sollten die Werte gemay [VCR 14a] dennoch auch fiir das MEG sorg-
faltig festgelegt werden, um verfalschte Ergebnisse aufgrund eineu stark von der Realitat
abweichenden Modellierung zu vermeiden. Fur die im Rahmen dier Arbeit durchgefihr-
ten Studien werden die Leitfahigkeiten in Anlehnung an [PNV* 18] und [WAT * 06] gewahlt.
Der Vergleich der Quellmodelle erfolgt sowohl unter ausschlieyther Berlicksichtigung des
sekundaren magnetischen FeldeBs, da das primare MagnetfeldB, fur alle Anséatze analy-
tisch berechnet wird und daher primar die Betrachtung und der Veagleich des sekundaren
Feldes Bs von Interesse ist, als auch unter Einbezug des gesamten magnetisch&eldes
B := Bp+ Bs, das fir die Anwendung von besonderer Bedeutung ist, da das MEG faidch
das gesamte Feld erfasst.

7.2.1. Studie | Die Evaluierung verschiedener Varianten des H(div) -Ansatzes

Wie in Kapitel 5.1 erlautert, kann der H(div)-Ansatz unter Einbezie hung verschiedener
Kombinationsmdglichkeiten der RT-Basisfunktionen angewandt werden Zunéchst liegt das
Augenmerk auf dem Vergleich der unterschiedlichen Varianten desi(div)-Ansatzes, um die
gegebenenfalls als geeignetste und akkurateste klassi zierbare Varita erkennen zu kon-
nen. Die in Absatz 5.1.4 ausfuhrlich beschriebenen, aus Kombinationon Elementzahl und
Basisfunktionen resultierenden 17 Variationen des H(div)-Ansatzesverden in dieser ersten
Studie untersucht, um aufbauend auf den Resultaten die Vergleich mit den Quellmodellen
der Partiellen Integration und St. Venant gestalten zu kénnen.

Studienaufbau

Bei dieser Studie ndet zunéchst das vierschichtige Kugelmodéltet-274k Anwendung (vgl.
Tabelle 7.1). Das Vorwartsproblem wird fiir 750 Dipole sechs verschieaeer Exzentrizitaten
im Bereich von 30% bis 99 % fir alle 17 Varianten des restringierten H(di)-Ansatzes ge-
l6st (125 Dipole per Exzentrizitat), um zunachst eine Ubersicht tibe die Performanz der
Quellmodelle fur unterschiedlich tief im Gehirn platzierte Dipole zu erhalten.
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Ergebnisse in Studie |

Die Auswertung erfolgt fuir die exemplarischen Exzentrizitaten30 % 60 % 809% 90 % 95%
und 99 %. Da die erste Studie 17 verschiedene Varianten des H(diAnsatzes umfasst, ware
es nicht e zient, alle Teilvergleiche ausfihrlich zu erlautern. Die markanten und fur das

Endergebnis ausschlaggebenden Resultate seien im Folgenden dargéstEinen kurzen Ge-

samtuiberblick bietet zu Beginn Abbildung 7.2, die die Fehler aller17 Varianten bei Exzen-
trizitaten von 80 % und 99 % zeigt. Eine Exzentrizitat von 99 % entspridht im vorliegenden

Modell einem Abstand von lediglich 0,8 mm zwischen Dipol und CSF-Genzubergang.
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Abb. 7.2.: Die Performanz der 17 Varianten des H(div)-Ansatzes bei einer Exzemizitat von 80 %
(oben) respektive 99 % (unten) im Uberblick. Die Beschriftung cer x-Achse weist auf die
Anzahl der in die Berechnung einbezogenen Elemente sowie die Arted jeweils bertick-
sichtigten Basisfunktionen hin. Anwendung ndet Modell tet-274k Dipole und Sensoren
sind tangential ausgerichtet. Die Darstellung erfolgt fir die Fehlemaye RDM (links) und
INMAG (rechts) basierend auf demsekundéren Feld Bs.

Aus der Darstellung wird deutlich, dass 15 der 17 Modi kationen veraltnismayig gute Er-
gebnisse liefern. Lediglich die Wahl von Fl-Basisfunktionen auf zweoder drei Elementen
(2-FI, 3-FI), die somit auf der Verwendung von nur einer bzw. zwei Basisfunktionen basiert,
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geht mit sehr hohen Fehlern einher. Die Mediane des RDMs liegen &i fur eine Exzentrizitat
von 80 % bei 47,8 % (2-FI) respektive 23,3 % (3-Fl), die des INMAGs bei -6, (2-FI) respek-
tive -0,1 (3-Fl), sodass sie der abgebildete Ausschnitt in der Visalisierung 7.2 nicht erfasst.
Alle anderen Varianten weisen bei einer Exzentrizitat von 80 % einerRDM-Median kleiner
als 1,3 % auf. Auch der INnMAG-Fehler bildet mit Medianwerten im Bereich von 5e 4 sowie
maximalen/minimalen Werten von 0,03 eine gute Grundlage flr weitere Untersuchungen.
Fur Dipole nahe des Kompartimenteubergangs (Exz.: 99 %) fallen die Setankungen mit
Mittelwerten zwischen 0,8 % und 1,6 % (RDM) respektive 7e 3und 4e “ (INMAG) und
maximalen Werten bis zu 6,7 % (RDM) bzw. 0,05 (InMAG) etwas grtyer aus, bleiben
aber dennoch Uberwiegend in einem guten Rahmen.

In den Darstellungen zu beiden Exzentrizitaten wird die zentrake Tendenz erkennbar, dass
mit der Hinzunahme weiterer Elemente (der Nachbarn eins bis vier)sowie weiterer Basis-
funktionen (EW/FI) der Fehler sinkt. Wenngleich vereinzelt Me dianwerte auch fur andere
Kon gurationen geringer sind, so bleibt die Aussage dennoch mit Hinbick auf die Inter-
guartilsabstande gultig. Aus diesem Grund erfolgt unter Einbezug aler finf Elemente eine
gesonderte Betrachtung der funf verschiedenen Kon gurationen an Basfunktionen sowie in
einem zweiten Schritt eine detailliertere Darstellung des FIEW-Ansatzes fir die verschiede-
nen Wahlmoglichkeiten an Nachbarelementen. Aus diesen beiden grusdtzlich als geeignet
erscheinenden Kon gurationsblécken soll somit der beste Kandidat dr H(div)-Varianten
ermittelt werden.

Werden das die Quelle beinhaltende Element sowie alle vier dikken Nachbartetraeder in
die Berechnungen einbezogen, so zeigt sich beim Vergleich der sehiedenen Basisfunkti-
onskombinationen, dass eine Hinzunahme von Basisfunktionen aus der gegaten Auswahl
Uber alle Exzentrizitdten hinweg mit einer Verbesserung des RM-Fehlers einhergeht (vgl.
Abb. 7.3). Insbesondere die beiden VarianterEW und FI & EW liegen jedoch dicht bei-
einander. Der zusatzlich zu den EW-Basisfunktionen geleistete iBbezug der FI-Funktionen
bringt demnach nur eine geringe Verbesserung mit sich. Beim InM& lassen sich, abgese-
hen von der minimalen Besetzung mit den inneren EW-Funktionen,durchgangig nur kleine
Unterschiede zwischen den Varianten feststellen, der Zugewinan Genauigkeit durch mehr
Basisfunktionen bei der Bestimmung der Magnitude ist gering.

Werden nun durchgéngig die FI- und EW-Basisfunktionen im Quellmadell zum Lésen des
Vorwartsproblems herangezogen, wahrend die Anzahl der Elemente, dendalie Basisfunk-
tionen zugeordnet sind, variiert, so zeigt sich bei Betrachtung de RDMs abermals uber
alle Exzentrizitéaten hinweg die Tendenz eines sinkenden Fehts bei steigender Elementzahl
(vgl. Abb. 7.4). Der INMAG bewegt sich allerdings insbesondere fur ver und finf Elemente
im nahezu identischen Bereich, die Vorteile der zusatzlichen Nizung eines flinften Elements
sind gering.
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. Anwendung ndet Modell tet-274k, Di-
pole und Sensoren sind tangential ausgerichtet. Die Darstellung eofgt mittels der Feh-
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Basisfunktionen in Kombination
Elemente. Anwendung ndet Modell tet-274k, Dipole und Sensoren sind tangential ausge-
richtet. Die Darstellung erfolgt mittels der Fehlermaye RDM (lin ks) und INMAG (rechts)

basierend auf demsekundaren Feld Bs.

bei Variation der Anzahl der zugrunde liegenden

Analoge Resultate zeigen sich unter Berlicksichtigung des gesamten Beldes in Abbildung
7.5. Als au éllig erscheint zunachst méglicherweise der zu den bishiegen Ergebnissen ge-
gensatzliche Verlauf Uber die Exzentrizitaten hinweg. Nehmen dieFehler auf Grundlage
des sekundaren Felde®s mit steigender Exzentrizitdt im Durchschnitt zu, so ergibt sich
basierend auf dem vollen B-Feld ein fallender Verlauf bei insgesantiéheren Werten. Eine
steigende Anzahl an einbezogenen Elementen und Basisfunktionen gejgdoch weiterhin
mit fallenden Fehlern einher, sodass die relevanten Aussagen midinblick auf die verschie-
denen H(div)-Varianten bestatigt werden.
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Die Rechenzeit zur Generierung der Losung des Vorwartsproblemseist fur alle 17 Varia-
tionen des H(div)-Ansatzes dieselbe Groyenordnung auf. Der viel groyer Aufwand liegt
ohnedies in der Berechnung der Transfermatrix, diese ist jeddt fur alle Ansétze iden-
tisch. Somit entstehen diesbeziiglich keine Nachteile aus der Vaendung einer Variante
mit mehr Elementen oder mehr Basisfunktionen, sodass die Verwalung aller FI- und EW-
Basisfunktionen auf finf Elementen als standardméayige Kon guration des Hliv)-Ansatzes
naheliegt. Wird im folgenden Verlauf der Arbeit der H(div)-Ansatz erw ahnt, so impliziert
dies nun stets die hier gewahlte Variante.
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Abb. 7.5.: Vergleich ausgewahlter Varianten des H(div)-Ansatzes. Oben: Einbary verschiedener
Basisfunktionen auf gleichbleibend finf Elementen. Unten: Einlezug aller EW- und FI-
Basisfunktionen in Kombination bei Variation der Anzahl der zugrunde liegenden Ele-
mente. Anwendung ndet Modell tet-274k, Dipole und Sensoren sind tangential ausge-
richtet. Die Darstellung erfolgt mittels der Fehlermaye RDM (lin ks) und INMAG (rechts)
basierend auf demvollen Feld B.
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7.2.2. Studie Il Der Vergleich von Partieller Integration, St. Venant und
H(div)

Da die in Abbildung 5.4(v) illustrierte Variante des H(div)-Quell modells tber alle Exzen-
trizitaten hinweg als beste Modalitat aus Studie | hervorgegangen istbietet sich diese als
Vertreter der H(div)-Ansatze fur einen Vergleich mit den Quellmodellen Partielle Integra-
tion und St. Venant an. Es gilt zu untersuchen, welcher der drei Losmgsansatze fir das
MEG-Vorwartsproblem mit Hinblick auf Magnitude und Topographie die genaueren Er-
gebnisse liefert und zudem, in welcher Gréyenordnung sich die Uatschiede bewegen. Der
H(div)-Ansatz wird ebenso wie der St. Venant-Ansatz in dieser Arbet weiterhin in restrin-
gierter Form ausgefuhrt (d. h. die Wahl der Basisfunktionen ndet unter Ausschluss von in
Nachbarkompartimenten gelegenen Knoten und Elementen statt), da andenfalls die ver-
gleichsweise hohe Leitfahigkeit des CSF direkten Ein uss auf die Mdellierung des Dipols
nehmen kann. Die restringierte Form unterscheidet sich von der lassischen Variante der
Ansatze gemay ihrer Konstruktion jedoch nur fiir sehr nahe am Grenzibegyang zwischen
Gehirn und CSF gelegene Dipole. Sie geht in dem hier betrachtetenz8nario fur diese Dipo-
le gegenlber der nicht-restringierten Variante mit durchschnitlich etwas kleineren Fehlern
einher. Im Folgenden werden somit zunachst die drei Ansétze Partié¢ Integration, St.
Venant (restringiert) sowie H(div) (restringiert) miteinander verglichen.

Studienaufbau

In Studie Il ndet weiterhin das Kopfmodell tet-274k Anwendung. Das Vorwéartsproblem

wird in einem ersten Schritt fiir dieselben 750 Dipole wie in Studk | geldst. Dartiber hinaus
wird ein ausfihrlicher Vergleich mit 9500 Dipolen tber 76 Exzentriztaten hinweg durch-

gefuihrt und visualisiert, um einen breiten Uberblick tiber die Performanz der Quellmodelle
scha en zu kdnnen. Alle weiteren Gegebenheiten zur Ausrichtungler Dipole, Sensoren und
Art der Diskretisierung bleiben, wie zu Beginn des Kapitels eriutert, erhalten.

Ergebnisse in Studie Il

Die Resultate dieser Studie zeigen, dass der Ansatz der Partielleimtegration Uber alle Ex-
zentrizitaten hinweg mit héheren RDM-Fehlern als der St. Venant und der H(div)-Ansatz
einhergeht (vgl. Abb. 7.6) und auch hinsichtlich der Magnitude insbesondere aufgrund
der gréyeren Interquartilsabstdande gegeniber den anderen Methoderelne Vorteile birgt.
H(div) und St. Venant liegen hingegen beziiglich des RDM-Fehlers fiialle Exzentrizitaten
sehr dicht beieinander, mit einer durchschnittlich leicht besseren Performanz des St. Venant-
Ansatzes. Der Blick auf den INMAG-Fehler liefert hier ebenfallsein insgesamt homogenes
Bild. Bis zur Exzentrizitat von einschlieylich 90 % liegen die Medane aller betrachteten An-
séatze eng an der Null, auch bei 95% be ndet sich der gréyte Mittelwert och unter 1,5 3.
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Davon heben sich lediglich die Dipole mit 99 % Exzentrizitat etwas ab Der INMAG des St.
Venant-Ansatzes verschlechtert sich verhaltnismayig sprunghaftwahrend der Mittelwert
des H(div)-Ansatzes nahe der Null verbleibt. Der Interquartilsabgand wiederum steigt ge-
ringfigig an. Essentiell ist, hervorzuheben, dass die mit dem H(di)-Ansatz verbundenen
Fehler in keinem Fall Gber 2% RDM sowie 0,03 INMAG hinausgehen und auch fir den
St. Venant-Ansatz nur wenige Ausreiyer diese Werte Uberschreite. Hohe Ausreisser kénnen
zudem gegebenenfalls durch Anwendung optimierter Varianten der Qellmodelle umgangen
werden [NUy18, VHWG19] (vgl. Abschnitt 7.2.4). Der Mittelwert verbleibt f Ur alle betrach-
teten Exzentrizitaten unter 1% RDM und zwischen -0,01 und +0,01 InMAG. Daraus wird
ersichtlich, dass sowohl H(div) als auch St. Venant sehr gute Ergebsise produzieren und
sich die Unterschiede in einem wenig relevanten May bewegen. Aader Mittelwert der Par-
tiellen Integration bleibt durchgéngig unter 2% (RDM) bzw. im Bereich 0,01 (INMAG),
wenngleich eine gréyere Varianz der gesamten Werte vorliegt.
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Abb. 7.6.: Losen des Vorwartsproblems mittels der Ansatze Partielle Integration,St. Venant und
H(div) Darstellung der Fehlermaye im Vergleich. Oben: Boxplotdi agramme zu sechs Ex-
zentrizitaten. Unten: Medianbasierte Liniendiagramme Uber 76 Exzetrizitten. Anwen-
dung ndet Modell tet-274k Dipole und Sensoren sind tangential ausgerichtet. Verglichen
werden RDM (links) und INMAG (rechts) basierend auf dem sekundaren Feld Bs.
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Es lasst sich festhalten und durch die auf den Medianwerten basienden Liniendiagram-
me in Abbildung 7.6 auf breiter Basis bestétigen, dass insbesondereied beiden Anséatze
St. Venant und H(div) als Quellmodell zur Lésung des MEG-Vorwartsproblems geeignet

erscheinen und beide sowohl hinsichtlich des RDMs als auch desMAGs bis auf geringe
Ausnahmen keine nennenswerten Unterschiede aufweisen.
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Abb. 7.7.. Lésen des Vorwartsproblems mittels der Ansatze Partielle Integration,St. Venant und
H(div) Darstellung der Fehlermaye im Vergleich. Oben: Boxplotdi agramme zu sechs
Exzentrizitaten. Unten: Medianbasierte Liniendiagramme Uber 76 Exazntrizitdten. An-
wendung ndet Modell tet-274k, Dipole und Sensoren sind tangential ausgerichtet. Ver-
glichen werden RDM (links) und INMAG (rechts) basierend auf demvollen Feld B.

Wie bereits in Studie | bestétigen sich die Ergebnisse auch in dgem Fall bei der Analyse
des vollen B-Feldes (vgl. Abb. 7.7). Ebenso gilt abermals die Aussageads der Hauptanteil
der Rechenzeit auf das Aufstellen der Transfermatrix entfallt, éwaige Unterschiede der

Quellmodelle in der Rechenzeit zur anschlieyenden Kalkulation és B-Feldes fallen bei den
hier zum Tragen kommenden Dipolzahlen nicht ins Gewicht.
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Abb. 7.8.: Spharenmodelle lassen sich in den verschiedenen Schichtentenschiedlich fein diskre-
tisieren. Doch feiner bedeutet nicht immer auch besser. Mode A: gleichmayige Dis-
kretisierung in allen Kompartimenten (275.000 Knoten, 1.600.000 Elemente)Modell B:
verfeinertes Hautkompartiment (530.000 Knoten, 3.000.000 Elemente); ModeL: verfei-
nertes CSF- und Schadelkompartiment (800.000 Knoten, 4.900.000 Elementdyjodell D:
verfeinertes Gehirnkompartiment (610.000 Knoten, 3.600.000 Elemente).

7.2.3. Uber die angemessene Konstruktion der Spharenmodelle Eine
Konvergenzanalyse

Hinsichtlich der insgesamt geringen Fehler ist ein besonderes Augemerk darauf zu legen,
dass die obige Studie basierend auf einem Netz mit gerade einmal knapp 275.0800-

ten und 1.600.000 Elementen durchgefuhrt wurde. Findet Modell (D) ¢gl. Abb. 7.8) mit

verfeinertem Gehirnkompartiment bei rund 610.000 Knoten und 3.600.000 Elmenten An-
wendung, so lassen sich die Fehler deutlich weiter reduziere®ie Eignung der Quellmodelle,
speziell von H(div) und St. Venant, zum Lésen des Vorwartsproblems de MEGs erhalt mit

diesen Ergebnissen (vgl. Abb. 7.9) weiteren Nachdruck. Mit einem wudeinerten Netz fallen
die Unterschiede zwischen den verschiedenen Quellmodelléem Allgemeinen zunehmend
gering ins Gewicht.
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Abb. 7.9.: Performanz der Ansatze Partielle Integration, St. Venant und H(div) basierend auf Spha-
renmodell (D) mit fein diskretisiertem Gehirnkompartiment . Dipole und Sensoren
sind tangential ausgerichtet. Die Darstellung erfolgt auf Grundlage de sekundaren
Feldes Bs.
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Zu erwdhnen ist an dieser Stelle, dass eine wohliberlegte Konstrtikn des Netzes von groyer
Bedeutung ist. Ein Netz mit vielen Elementen geht zwar zwangsweis mit einem erhdhten
Berechnungsaufwand insbesondere fur die Transfermatrix einhe, fuhrt allerdings nicht
automatisch zu verbesserten Ergebnissen. Wahrend die Gewebegiiten des Schadelkno-
chens und der Haut ohne erkennbare Nachteile grob gehalten werden kénnefuihrt eine
durchgéngige Verfeinerung im Gehirnkompartiment zu deutlich sidtbar sinkenden Fehlern,
da die Quellen aufgrund ndhergelegenen Nachbarelementen und -knotemnehmend genau
von den Quellmodellen approximiert werden kénnen. Ein Netz mit \erhaltnismayig fein
gewahlten Elementen im Bereich des Schadels und der Haut ndet in dr Literatur insbe-
sondere im Zusammenhang mit EEG-Studien oftmals Anwendung, fuhrt leim MEG jedoch
zu keiner Verbesserung der Ergebnisse. So ergeben die in Abhillg 7.8 visualisierten dis-
kretisierten SpharenmodelleA bis C nahezu identische Fehler, wenngleich sie Unterschiede
in der Anzahl ihrer Elemente aufweisen. Lediglich ModellD erzielt wie oben dargestellt
durch den verfeinerten Gehirnbereich geringere Fehler als dasslet-274k angewandte Aus-
gangsmodellA. Unabhangig von der Tatsache, dass Unterschiede zwischen den einzein
Quellmodellen in groben Netzen tendenziell besser zu erkennesind, ist eine durchdach-
te Wahl des zugrunde liegenden Spharenmodells empfehlenswettin das beste Verhaltnis
zwischen Rechenaufwand und Hohe der Fehler erlangen zu kénnen.

Eine Konvergenzanalyse Um das Konvergenzverhalten der drei Quellmodelle mit unter-
schiedlich fein diskretisierten Spharenmodellen genauer zudtrachten, wird das Vorwarts-
problem auf Grundlage aller finf zu Beginn dieses Kapitels mit Tabek 7.1 eingefiihrten,
angemessen diskretisierten Spharenmodeltet-26k, tet-92k, tet-274k, tet-612k und tet-939k
fur die aus den vorherigen Studien bekannten 750 Dipole gelost. Dabei vd veri ziert, dass
auch die Dipole hoher Exzentrizitaten fur alle Gitternetze im Gehirn und nicht falschlicher-
weise im CSF lokalisiert sind. Die hervorgehenden Fehler widepegelnd zeigt Abbildung
7.10 gleichermayen fur Dipole aller Exzentrizitaten bei zunehmendeAu dsung der Gitter
schrittweise verbesserte Ergebnisse. Insgesamt lasst sich félle drei betrachteten Quellmo-
delle ein deutliches Konvergenzverhalten erkennen.

Die Tatsache, dass die Fehler auf den groberen Gittern fir 99 % Exzerizitat wieder ab-
nehmen, liegt hauptséachlich in geometrischen Gegebenheiten begrdet. Den Elementen der
diskretisierten Gitter sind grundsatzlich tber alle Kompartime nte hinweg gleiche Vorgaben
fur die Kantenlangen gegeben. Da jedoch das CSF nur 2 mm breit ist, uerliegen die Te-
traeder in diesem Bereich einer zusatzlichen Beschrankung unsind bei den beiden groben
Gittern im CSF kleiner als im Gehirn. Nun werden die Gehirnelenmente im Grenzubergang
im Rahmen der Triangulierung auf die Elemente im CSF abgestimmt undebenfalls etwas
kleiner modelliert, sodass folglich im Grenzbereich genauere Appximationen des Dipols
mdoglich sind und geringere Fehler resultieren.
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(mitte) und H(div) (unten). Dipole und Sensoren sind tangential ausgerichtet. Betrach-
tet werden RDM (links) und INMAG (rechts) auf Grundlage des sekundaren Feldes
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Abb. 7.10.: Konvergenzanalyse fir die drei Quellmodelle Partielle Integration(oben), St. Venant
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7.2.4. Studie Ill Optimierte Quellmodelle

Wurden die Vergleiche zwischen den Quellmodellen Partielleritegration, St. Venant und
H(div) in Studie Il auf Grundlage ihrer hinsichtlich der Anwendu ng in der Literatur als
Standardform zu bezeichnenden Parameterkon guration durchgefuihrt,so ist nicht auyer
Acht zu lassen, dass vor allem zu den Ansatzen St. Venant und H(div) in dn vergangenen
Jahren unterschiedliche Varianten entwickelt wurden und verghiedenste Wahliméglichkei-
ten fur einige Parameter existieren. Bevor also eine Entscheidum Giber das bestgeeignete
Quellmodell zur Modellierung des Vorwartsproblems flir MEG getio en werden kann, ist es
daher angemessen, diese unterschiedlichen Ausformungen zuma in einem groben Abriss
mit in den Blick zu nehmen. Fir genauere Ausfiihrungen zu diesem fiema sei hinsichtlich
des St. Venant-Ansatzes auf [NUy18, VHWG19] verwiesen, zum H(div)-Ansatz éfert u. a.
[PVW16] detailliertere Informationen.

Studienaufbau

Exemplarisch sind die Berechnungen basierend auf dem Modelet-274k dargestellt. Alle

Details zu den Dipolen und Sensoren bleiben wie zuvor erhalten. Bbezogen in die folgen-
den Vergleiche werden die Quellmodelle St. Venant und H(div) mi verschiedenen Parame-
terkon gurationen sowie der Ansatz der Partiellen Integration in seiner bisherigen Form.
Wahrend fur den H(div)-Ansatz die beiden in Abschnitt 5.1.2 dargestelten Interpolations-

ansatze verglichen werden, wird beim St. Venant-Ansatz der Einbezg sogenanntermixed

moments Momente, deren zugehoriger multi-index mehr als einen von null veschiedenen
Eintrag aufweisen kann [NUy18] variiert.

Ergebnisse in Studie Il

Wenngleich sich die jeweiligen Ergebnisse stabil gegenuiber Verdaringen vieler Parameter
zeigen, so sticht fir den St. Venant- und den H(div)-Ansatz doch jeveils eine Variation

hervor. Wahrend der H(div)-Ansatz durchgangig verbesserte Ergebnise unter Anwendung

eines alternativen Interpolationsansatzes (MPO statt PBO) erzielt, fihrt bezogen auf den
St. Venant-Ansatz der Einbezug dermixed momentszu einer deutlichen Verbesserung. Wie
in Abbildung 7.11 ersichtlich, bewegen sich fiir den H(div)-Ansatz de durch Anwendung der

verschiedenen Interpolationstechniken bedingten Unterschieel in den Fehlerwerten sowohl
in Hinblick auf den RDM als auch auf den INMAG nur in einem geringem Rahnen. Dennoch
ist eine konstante Verbesserung durch die Anwendung der MPO-Iterpolation zu erkennen.

Deutlicher fallen die Veranderungen beim St. Venant-Ansatz ins Gwicht. Der Einbezug

der mixed moments geht mit einer durchgangigen Reduzierung des RDMs und deutlich
verringerten Interquartilsabstdnden von RDM und InMAG einher.
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Abb. 7.11.: Oben: Darstellung des Ein usses der Interpolationstechnik auf de Performanz des
H(div)-Ansatzes. Unten: Visualisierung des Ein usses dermixed momentsauf die Per-
formanz des St. Venant-Ansatzes. Anwendung ndet Modelltet-274k, Dipole und Senso-
ren sind tangential ausgerichtet. Die Darstellung erfolgt auf Grundlage dessekundéren
Feldes Bs.



Kapitel 7. Numerische Untersuchungen im Spharenmodell 56

Werden nun diese optimierten Quellmodelle zueinander und zuiPartiellen Integration in

Vergleich gesetzt, so ist das Resultat eindeutiger als zuvor. St. \feant weist die geringsten
Fehler auf, H(div) bleibt nun etwas klarer dahinter zurtick, die Partielle Integration geht
unverandert mit den héchsten Fehlern einher (vgl. Abb. 7.12).
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Abb. 7.12.: Vergleichende Darstellung der Performanz der Quellmodelle Paitlle Integration, St.
Venant und H(div) mit optimierter Parameterwahl , basierend auf demsekundéaren
Feld Bs. Anwendung ndet Modell tet-274k, Dipole und Sensoren sind tangential aus-
gerichtet. Links: RDM, rechts: INMAG.

Nicht unerwahnt sei die in [Han18] entwickelte Darstellung des St. \&nant-Ansatzes, die
den realen Gegebenheiten in noch hoherem Maye gerecht wird und somiur weiteren
Fehlerreduzierung beitragen konnte (vgl. [VHWG19]). Aufgrund der Novitat dieser Variante
ist jedoch bislang noch keine Implementierung in duneuro edlgt, sodass an dieser Stelle
kein weiterer Einbezug in die Vergleiche, sondern nur der kurz Verweis auf die Existenz
dieser Variante erfolgt.

Mit Blick auf die in der gdngigen Literatur zumeist einbezogenen Queknodelle sei in den fol-
genden Analysen zunachst wieder auf die standardisierte Form der jesiligen Quellmodelle
zuriickgegri en. Betrachtet werden somit die Anséatze Partielle Integration, St. Venant-
standard (restringiert), sowie H(div)-PBO (restringiert).
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7.2.5. Studie IV Die E zienz der Quellmodelle in Grenzbereich en

Besonderer Betrachtung bedirfen stets die Tetraeder im Berelt des Kompartimentetiber-
gangs von Gehirn zu CSF. Denn insbesondere im Fall eines diinnen Koxgwie es bei-
spielsweise bei Kindern, an bestimmten Stellen im Gehirn Enachsener oder auch in pa-
thologischen Situationen der Fall sein kann, besteht vor allem bei eiem unzureichend fein
diskretisierten Gitternetz die Méglichkeit, dass sich im Gehin Quellen in Tetraedern be n-
den, die unmittelbar an CSF-Tetraeder angrenzen. In diesem Zusamenhang konnen die im
Rahmen der Anwendung der numerischen Quellmodelle mit einbemenen Nachbarelemente
des die Quelle beinhaltenden Elements bereits dem Nachbarkompament zugehérig sein,
sodass die Quelle Uber Kompartimente hinweg ausgebreitet wird. Bnkret werden so zur
Dipolmodellierung und Approximation der Stromdichte in diesem Grenzgebiet Knoten (und
daruber de nierte Kanten und Flachen) einbezogen, die nicht mehrim Gehirn, sondern im
CSF oder zumindest auf der Grenze zwischen Gehirn und CSF lokaiiert sind. In Folge des-
sen kénnen verfalschte Werte resultieren. Um diesem Problem egegenzuwirken, wurde der
u.a. in Abschnitt 5.3 erwahnte Restriktionsparameter zu den Quellnodellen entwickelt und
auch bereits in den vorausgegangenen Studien zur Anwendung gebracht.uAdiese Wei-
se kdnnen Knoten mit falscher Kompartimentzugehorigkeit an entsprebender Stelle aus
den Berechnungen herausgenommen werden. Allerdings bezieht sidke Restriktion nur auf
Knoten auyerhalb des Gehirns, nicht jedoch auf Knoten auf der Grenzéche zwischen Ge-
hirn und CSF, sodass die zugehdrigen Basisfunktionen, deren Trager gebenenfalls in das
CSF-Kompartiment hineinreichen, weiter einbezogen werden undlie Fehlerwerte beein usst
sein konnten (siehe hierzu auch Appendix A.1.1).

Studienaufbau

Um diesen E ekt zu Uberprifen, werden Dipole im tet-274k-Modell gezielt im Gehirn in
Tetraedern des Grenzbereiches platziert, sowohl in "Flacheneinenten" (der Schnitt von
Gehirn- und CSF-Tetraeder entspricht einer Flache, drei Knoten auf der Grenze) als auch
in "Knotenelementen" (der Schnitt entspricht einem Knoten) sowie innenliegenden Elemen-
ten (kein Schnitt von dem Gehirn- mit einem CSF-Tetraeder). Je Kategorie, gebildet aus
der Exzentrizitdt der Dipole (96 %, 97 % und 98 %) sowie der Art des Grazbezugs der
Elemente (vgl. Bezeichnungen in Abbildung 7.13), werden 500 Dipole geihlt. Der Fall
von zwei Ubereinstimmenden Knoten zwischen CSF- und Gehirntieaeder wird nicht expli-
zit aufgefihrt, darf aber als sich in die folgenden Erkenntnisse eireihender Fall verstanden
werden. Die in diesem Abschnitt durchgefiihrte Studie beziehsich auf tangentiale Sensoren
sowie tangential ausgerichtete Dipole. An dieser Stelle sei ausdrllich darauf hingewiesen,
dass unter Verwendung radialer Dipole durch die Restriktion zwar \erstéandlicherweise die-
selben Knoten ausgeschlossen werden, sich der E ekt auf die Fehlgedoch teilweise von
dem aus der Verwendung tangentialer Dipole resultierenden untescheidet (siehe dazu auch
Abschnitt 7.2.6).
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Ergebnisse in Studie IV

Wenngleich Dipole in Flachenelementen gegeniiber Knotenelememntalurchschnittlich leicht
erhohte Fehler aufweisen (RDM) und letztere wiederum mit etwasgréyeren Fehlern als Di-
pole in innenliegenden Tetraedern einhergehen (RDM und INMAG) so sind die Unterschiede
doch sehr gering. Insgesamt sind die Ergebnisse stabil. Insbesomdeast zu beachten, dass
der Median der Fehlerwerte im hier visualisierten Szenario in ahezu allen Féllen unter
2% (RDM) bzw. zwischen 0,01 (INMAG) liegt, sodass von einem vernachléassigbaren
Ein uss durch in die Berechnungen involvierte Grenzknoten (St Venant) bzw. involvierte
Grenzkanten und - &chen (H(div)) ausgegangen werden kann.
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Abb. 7.13.: Auswirkung der Positionierung von knotennahen Dipolen in Tetraedern am Grenz-
Ubergang zwischen Gehirn und CSF, basierend auf desekundaren Feld Bs. Die Be-
zeichnung "Ohne" bezieht sich auf Dipole in Tetraedern ohne Berihrpunkt zum CSF,
"Knoten" auf Dipole in Tetraedern, die genau einen Knoten mit einem Tetraederim
CSF teilen und "Flache" auf Dipole, deren umgebender Tetraeder eine Flache mit ei-
nem CSF-Tetraeder gemeinsam hat. (Modeltet-274k, tangentiale Dipole und Sensoren)

Erwéhnt sei, dass die Unterschiede zwischen den drei Quellmoliien an dieser Stelle haupt-
sachlich darauf zurtickzufiihren sind, dass die Dipole in diesem Tleder Studie alle in Kno-
tennahe positioniert wurden, um die durch die hohe Exzentrizitat bedingten geometrischen
Ein Usse besser kontrollieren zu kénnen. Knotennah bedeutet hie dass alle Dipole in sehr
geringem Abstand zu einem Gitterknoten liegen. Unter dieser Vorausseung geht der St.
Venant-Ansatz mit besonders guten Werten einher. Bedeutend ist andieser Stelle daher
nicht der Vergleich der Quellmodelle, sondern die Stabilitat imerhalb der Quellmodelle,
die, wie in Abbildung 7.13 erkennbar, nur in geringem Maye davon abhangt, olgemein-
same Knoten von Gehirn und CSF in die Approximation Eingang nden. Als fur H(div)
und Partielle Integration vorteilhafte Bedingung sind in Appendix A. 1.2 ergdnzend die Er-
gebnisse fur im Zentrum der Tetraeder positionierte Dipole dargestllt. Zudem sind dort
die Fehler fur das volle magnetische Feld einsehbar. All diese Darslungen unterstreichen
die Stabilitdt der Daten. Bei der Approximation des Dipols wirkt sich ein Einbezug von
Basisfunktionen, die fir auf der Grenze von Gehirn und CSF liegene Knoten von null ver-
schiedene Werte annehmen und damit die Leitfahigkeit des CSF unrttelbar in die Berech-
nungen des Quellmodells hineinnehmen, infolgedessen nicht rideilig auf die Resultate aus.
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7.2.6. Studie V Ein Ausblick auf die realistische Anwendung

Die bisherigen Studien | - IV bieten einen angemessenen Rahmeniruerste Einschatzungen
zu der Performanz der verschiedenen Quellmodelle tre en zu kémen. Wie beschrieben, ist
das Kugelmodell zun&chst aufgrund der Existenz einer analytischehdsung als Kopfmodell
geeignet. In diesem Kontext sind tangentiale Dipole naheliegend, daich das primare und
sekundare Feld radialer Dipole im symmetrischen Volumenleiter ggenseitig aufheben und
der Wert des gesamten magnetischen Feldes an allen Sensoren somitlrhatragt. Auyerdem

ist die Verwendung tangentialer Sensoren, wie oben durchgehend gamt, dazu geeignet,
Unterschiede zwischen den Quellmodellen besonders deutliatarzustellen, da mit gréye-
rer radialer Komponente der Sensororientierung das auf diesen numischen Darstellungen
beruhende sekundére Feld in zunehmend geringerem Maye erfasst \den kann. Letztend-
lich sollen jedoch alle Simulationen einer Einschatzung fur die Awendung auf reale Daten
dienen. Die nachsten Abschnitte tragen durch entsprechend angeps®e Studienparameter
dazu bei, auf diese in Kapitel 8 aufgenommene Betrachtung realer Daen noch konkreter
hinzufihren.

T 200

Abb. 7.14.: Links: Spharenmodell mit realistischer CTF-Sensorkon guration, rechts: radiale Dipole
im Spharenmodell.

Die Betrachtung radialer Dipole

Als ein erster Schritt in die Richtung der Auswertung realer Daten kann eine Analyse des
sekundéaren Feldes unter Nutzung eines Spharenmodells mit radi@h Dipolen interessant
sein. Denn aufgrund der Faltung des menschlichen Kortex weiseniel im Gehirn modellier-
ten Dipole verschiedenste Richtungen auf. Insbesondere die ineth Kronen der Gyri sowie
den Talern der Sulci gelegenen Quellen kénnen entsprechend deugrichtung der Pyrami-
denzellen als (quasi-)radiale Dipole modelliert werden. Eine védilge gegenseitige Aufhebung
von primaren und sekundaren Anteilen des magnetischen Feldes istun unter Annahme
eines komplett sphéarischen Modells sowie absolut radialer Dipole geben, sodass davon
ausgegangen werden kann, dass die (quasi-)radialen Dipole im realistimn Kopfmodell in
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gewissem Maye durch das MEG detektierbar sind [Mos04]. Daher kann auch irSBpharen-
modell trotz nicht messbaren gesamten Feldes die Analyse des aufieer Betrachtung
radialer Dipole basierenden sekundaren Feldes als Hinfuhrung auf dekonkreten Anwen-
dungsfall bedeutsam sein.

Abb. 7.15.: Vergleichende Darstellung der Performanz der Quellmodelle Par¢lle Integration, St.
Venant und H(div) fir radiale Dipole , basierend auf demsekundaren Feld Bs.
Anwendung ndet Modell tet-274k, die Sensoren sind tangential ausgerichtet.

Anwendung ndet somit weiterhin Kugelmodell tet-274k mit 750 in diesem Fall nun radial
ausgerichteten Dipolen sechs verschiedener Exzentrizitateran aus Studie | bekannten Po-
sitionen (vgl. Abb. 7.14 rechts). Die 270 Sensoren seien wie zuvor tangggler Orientierung
und gleichméayig verteilt. Das Vorwartsproblem wird abermals unter Anwendung der drei
vorgestellten Quellmodelle sowie auf analytische Weise gelost.

Augenfallig bei Betrachtung der in Abbildung 7.15 visualisierten Ergebnisse ist zunéachst
die Tatsache, dass sich die Resultate fur niedrige Exzentrizitate wenig von denen der tan-
gentialen Dipole unterscheiden. Dies ist darauf zurtickzufiihrendass tangentiale Dipole in
tiefer Lage als quasi-radial betrachtet werden kénnen. Deutliche Kontaste ergeben sich al-
lerdings bei einer Exzentrizitat von 99 %. Sowohl fur St. Venant als agh fir H(div) steigen
die Fehler starker als zuvor an. Zudem geht in diesem Fall der H(div)Ansatz mit deutlich
kleineren Fehlern einher als der St. Venant-Ansatz. Beachtensweist, dass fur diesen kon-
kreten Kontext erstmalig die nicht-restringierte Variante der b eiden Anséatze zu besseren
Ergebnissen fuhren wirde (vgl. Abb. 7.16). Die durch die Restrikton entfallenen Basis-
funktionen haben demnach vermutlich eine so groye Gewichtung fir i@ Approximation der
radialen Dipole, dass ihre Eliminierung einen schwerwiegendeneE ekt hat als die ansons-
ten zum Tragen kommende Einbeziehung von mit anderen Leitfahigkeite verkntpften, da
im CSF lokalisierten, Basisfunktionen.



Kapitel 7. Numerische Untersuchungen im Spharenmodell 61

Abb. 7.16.: Restringierte sowie nicht-restringierte Varianten der Quellmodelle St. Venant und
H(div) fur radiale Dipole, basierend auf demsekundéaren Feld Bs. Anwendung ndet
Modell tet-274k, die Sensoren sind tangential ausgerichtet.

Die Betrachtung realistischer Sensoren

In einem zweiten Schritt kann, um den realen Gegebenheiten genaueu entsprechen, der
Einbezug realistischer Sensoren dienlich sein. Diese sind afiimernd radial ausgerichtet, so-
dass hauptséchlich die radiale Komponente des magnetischen Feldedasst wird und das
sekundéare Feld an Ein uss verliert. Dennoch ist im Gegensatz zu dn absolut radialen
Sensoren auch ein tangentialer Anteil vorhanden, sodass die numertsen Quellmodelle wei-
terhin von Bedeutung sind. Die Groyenordnung des sekundaren magnischen Feldes ist
geringer, dennoch sind Unterschiede zwischen den Ergebnisserrdnumerischen Ansatze
vorhanden. Es wird vermutet, dass durch die Nutzung der realistishen Sensorpositionen
und -ausrichtungen exaktere Schlussfolgerungen aus den StudienrauKugelmodell fir die
Arbeit mit realen Daten gezogen werden konnen. Die Dipole seien in dssr Anwendung
wieder tangential und Uber sechs Exzentrizitdten (je 125 Dipole) hiweg verteilt, wahrend
die Sensoren nun aus einem Set von 587 Magnetometern (Positionen und @ntierungen)
bestehen, um damit 271 axiale Gradiometer (sowie Referenzsensoren) reprasentieren. Bei
dem entsprechenden MEG-Gerat handelt es sich um ein CTF SystefOMEGAZ2005, CTF,
VSM MedTech Ltd., Kanada). Die Nutzung realer MEG-Sensoren die auch n Kapitel 8
am realistischen Kopfmodell zur Anwendung kommen erfordern ein andie Koordinaten
der Sensoren angepasstes Spharenmodell. Das entsprechend kon&irie, abermals vier-
schichtige Modell ist mit 290.482 Knoten und 1.744.653 Elementen im Disktésierungsgrad
vergleichbar zu Modeltet-274k (vgl. Abb. 7.14 links).

Die Unterschiede zwischen den Quellmodellen fallen bei Verwelung realer Sensoren wie
erwartet etwas geringer aus, als es bei Nutzung tangentialer Sensorenrdeall ist. Dennoch

besteht eine weiterhin sichtbare Di erenz von Partieller Integration zu den beiden Anséatzen
St. Venant und H(div) (vgl. Abb. 7.17 oben). Besonders letztere weise in diesem Szenario
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bei der Berechnung des sekundéaren Feldes durchschnittlichdinere Fehler auf als zuvor.
Dahingegen ist vor allem beim RDM des gesamten B-Feldes die Gréyenordng der Fehler
im Vergleich zum Fall tangentialer Sensoren sichtbar gesunken (vgl. Ab. 7.17 unten), da das
die numerischen Fehler verursachende sekundéare Feld geringarAnteil am Gesamtwert hat.
Hinsichtlich des INnMAGs sind bei Verwendung realer Sensoren @i Unterschiede zwischen
den Quellmodellen kaum noch sichtbar (vgl. Abb. 7.17 rechts).

Abb. 7.17.: Vergleich der Quellmodelle Partielle Integration, St. Venant und H(div) unter Nutzung
realer Sensoren . Die Dipole sind tangential ausgerichtet. Oben: sekundéares Felds,
unten: volles Feld B. Dargestellt sind RDM (links) und INMAG (rechts).

Sowohl die Ausrichtung der Sensoren als auch der Dipole hat damit een erkennbaren
Ein uss auf die Ergebnisse. Je nach Anwendungskontext sollte dies driicksichtigt werden.
Simulationen am Spharenmodell bieten gute Anhaltspunkte und eine grsbe Orientierung.
Detaillierte, universell gultige Aussagen auf Grundlage einzelnegetesteter Szenarien sind
allerdings nicht uneingeschrankt moglich. Die Ergebnisse in Studi V bestétigen, dass eine
Veranderung an den Rahmenbedingungen hin zum realen Anwendungsfalliftuss auf die
Resultate nimmt, wenngleich die Grundaussagen der vorhergehende®tudien unangetastet
bleiben.
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Ein Vergleich zu EEG-basierten Resultaten Wie in der Einleitung erwahnt, wurde
ein Vergleich der dargestellten Quellmodelle mit einem besondem Blick auf den H(div)-
Ansatz fur das EEG bereits in [Miil7] durchgefiihrt. Zu groyen Teilen decken sich die dort
prasentierten Ergebnisse mit den Resultaten, die fir die MEG-8ite aus diesem vorheri-
gen Kapitel hervorgehen. Fir beide Modalitéaten gilt die Aussage, dassm Allgemeinen
ein Einbezug von benachbarten Tetraedern bei der Quellmodellieng des H(div)-Ansatzes
mit geringeren Fehlern einhergeht. In dieser Arbeit wurde der Vegleich noch durch den
variierenden Einbezug von FI- und/oder EW-Basisfunktionen sowe die Betrachtung unter-
schiedlicher Rahmenbedingungen erweitert. Konform gehen beide Aeiten darin, dass der
Ansatz der Partiellen Integration genau dem H(div)-Ansatz auf einem Elenent entspricht.
Dartber hinaus kommen beide Arbeiten zu dem Schluss, dass die Ans&H(div) (mit funf
Elementen) und St. Venant eine sehr ahnliche Performanz aufweise wenngleich die Aus-
sagen fur hohe Exzentrizitdten etwas auseinandergehen. Jedoch béen die sehr geringen
Fehler in [Miil7] far 99,9 % Exzentrizitat eventuell auf einem im Kompartimentelibergang
von Gehirn zu CSF sehr fein diskretisierten Gitter oder aber, kedingt durch die sehr hohe
Exzentrizitat, auf teilweise im CSF platzierten Dipolen, sodassdiesen Werten keine vertiefte
Bedeutung zugemessen sei. Im Allgemeinen stellen die drei umgaichten Quellmodelle basie-
rend auf dem Spharenmodell sowohl fir das EEG- als auch fur das MEG-Vavartsproblem
eine gute Wahl dar. Dies gilt insbesondere fir den St. Venant- und de H(div)-Ansatz.
Insgesamt fihren die Untersuchungen fur EEG und MEG in Hinblick aufdie Quellmodelle
Zu vergleichbaren Resultaten.
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KAPITEL 8

Ein Ausblick auf das realistische Kopfmodell

Aufbauend auf den Studien am Spharenmodell gilt es zum einen, diesErgebnisse zu nut-
zen und mit ihnen im konkreten Anwendungsfall zu arbeiten so kdnne reale MEG-Daten
beispielsweise zur inversen Kalkulation in Form des Dipolscans getet werden und zum

anderen, zu untersuchen, ob die Resultate vom Spharenmodell tatskiich unveréndert auf
das realistische Kopfmodell lbertragbar sind. Nicht zuletzt in Hinblick auf nicht l&anger

durchweg symmetrische geometrische Gegebenheiten im realisthen Modell und die Herab-
stufung der eindeutigen Radialitat aufgrund nicht eindeutiger Referenzen erfolgte in Studie
V bereits eine Anndherung an reale Gegebenheiten. Bedeutungsvoltidaher nun die Fra-
ge, ob radiale Quellen im realistischen Kopfmodell durch das MEG detktierbar sind bzw.

wie sehr sich die Wahrnehmung radialer und tangentialer Quellen imMMEG unterscheidet.

Daruber hinaus ist diskutierbar, wie groy der Ein uss des Volumendgroms im Angesicht rea-
listischer und damit in groyen Bereichen anndhernd radial orientierer Sensoren ist. Nicht
zuletzt steht die Uberlegung an, wie sich die aus den verschieden numerischen Quellmo-
dellen hervorgehenden Resultate fir das realistische Kopfmodelloneinander unterscheiden
und inwiefern sich die Ergebnisse aus Kapitel 7 darin bestatigen.

Das Modell

Einem realistischen Kopfmodell kénnen MRT-Aufnahmen des jewdigen Individuums zu-

grunde gelegt werden. Es ermdglicht so eine sehr genaue DarstellungrdGeometrie des
Kopfes im Allgemeinen und kann zudem interindividuelle Unterschede bericksichtigen.
Die Form des resultierenden Modells ist somit deutlich komplerr als ein Spharenmodell.
Mittlerweile ist die technische Entwicklung so fortgeschritten, dass auch mit diesem Modell
gangige Berechnungen in annehmbarer Zeit durchflihrbar sind. Wie auchm Spharenmaodell

kénnen mehrere verschiedene Gewebeschichten voneinander abgagrt und verschiedenen
Bereichen unterschiedliche Leitfahigkeiten zugewiesen werde Wenngleich nur ein numeri-

sches Lésen moglich ist und somit numerische Fehler in Kauf genommenenden muissen,
entspricht die hier zugrunde gelegte Struktur in bedeutend gréyeem Maye der realen Geo-
metrie des Kopfes, als es beim Spharenmodell der Fall ist. Die geomnschen Fehler im

Spharenmodell stehen in keinem Vergleich zu den durch ein numisches Lésen verursach-
ten numerischen Fehlern.
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Abb. 8.1.: Links: Querschnitt durch das 6-schichtige Tetraedermodell, mitig: Sensorpositionen am
realistischen Kopfmodell, rechts: Set kortikaler Dipolpositionen zum Dipolscan.

Das dieser Arbeit zugrunde liegende realistische Kopfmodell behi auf den Aufnahmen
eines menschlichen Kopfes im 3T Scanner (MAGNETOM Prisma 3.0 T, Rease D13 von
Siemens Medical Solutions, Erlangen). Die MRT-Daten wurden an eine mannlichen, 49-
jahrigen, gesunden Probanden erhoben. Das Kopfmodell ist als Tetraedmodell mit 885.214
Knoten und 5.335.615 Elementen diskretisiert, eingeteilt in die sdts Kompartimente Haut,
Schéadel - Kompakta, Schadel - Spongiosa, CSF, graue Substanz und weiye Siaipz. Die
Leitfahigkeiten sind von [Pial9] tbernommen und in Tabelle 8.1 dargestéil Die Sensor-
kon guration impliziert Position und Orientierung von 587 Magnetometer n (inklusive Re-
ferenzsensoren), um 271 axiale Gradiometer zu reprasentieren. Wienivorausgegangenen
Kapitel beschrieben, handelt es sich bei dem MEG-Gerat um eine TF-Maschine (OME-
GA2005, CTF, VSM MedTech Ltd., Kanada). Die Sensoren werden im weiteren ¥rlauf
als Punktsensoren modelliert. FUr Ausfiihrungen zur Modellieung und Anwendung realer
Sensorgréyen sei auf [Dac19] verwiesen. Weitere Details zur Aufzerimg der MEG- und
MRT-Daten kdnnen in [Pial9] eingesehen werden.

Gewebeschicht | Leitfahigkeit (S/m)

Haut 0,43
Kompakta 0,025
Spongiosa 0,008
CSF 1,79

graue Substanz| 0,33
weiye Substanz| 0,14

Tabelle 8.1.: Die Leitfahigkeiten des realistischen Kopfmodells.

8.1. Das Suppression Ratio

Da das durch radiale Dipole erzeugte magnetische Feld unter Anwendugneines Sphérenmo-
dells an den Sensorpositionen nicht messbar ist (vgl. Abschnitt 7.2.6)stellt sich die Frage,

wie groy das Feld radialer Dipole im realistischen Volumenleiter istund damit, wie geeig-

net das MEG tatséchlich zur Detektierbarkeit radialer Quellen ist. Zur Beurteilung dieser

Thematik wird das sogenannte Suppression Ratiogenutzt (vgl. [HRCE95]).
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Das Suppression Ratio wird beschrieben durch das Verhéltnis desom radialen Dipol d;aqg
erzeugten Feldes zu dem vom an derselben Stelle lokalisierten tang&len Dipol diang er-
zeugten Feld und sei im Folgenden de niert durch

SR = M

JiB (dtang )ji 2
Fur alternative De nitionen sei auf [HRCE95] verwiesen. Da das realisische Kopfmodell
nicht exakt einer Kugel entspricht, ist die De nition radialer Or ientierung nicht unmittelbar
eindeutig, sodass in der Literatur gegebenenfalls leichte Variatione des Suppression Ra-
tio zu erwarten sind. Radial zur Kortexober ache bedeutet aufgrund fehlender zentrischer
Sphéren keine exakte Radialitat zum Schéadel oder der Haut, ebenso wignzu den Sensoren.
Wahrend Haueisen et al. die radiale Orientierung der Dipole in Bezuguf entsprechend mo-
dellierte Sphéaren de nieren, seien die im Folgenden verwenden Dipole in Anlehnung an
[Pial9] vorerst am Schéadel ausgerichtet. Zur Konstruktion der radialen Rchtungsvektoren
wird zunéchst zu jeder Dipolposition dasjenige Dreieck der triangulerten Schadelober dche
ermittelt, dessen Mittelpunkt den geringsten Abstand zum Dipol aufweist und anschlieyend
die Einheitsnormale der Flache berechnet. Uber diese Normalenvesten wird zu jeder Di-
polposition eine radiale Orientierung bestimmt. Anschlieyend wid aus der Menge aller zum
jeweiligen radialen Richtungsvektor orthogonalen und damit tangentialenRichtungsvekto-
ren ein beliebiger Vektor ausgewahlt, sodass fir jede Dipolpositionie Paar an radialer
sowie tangentialer Dipolorientierung festgelegt ist.

Untersucht wird das Suppression Ratio an 130.000 kortikalen Dipolpositione, das magne-
tische Feld wird unter Einbezug des restringierten St. VenantAnsatzes generiert. Aufgrund
der vorliegenden bisherigen Ergebnisse kann davon ausgegangen werddass die drei un-
tersuchten Quellmodelle &hnliche Ergebnisse implizieren. Bher erfolgt die Darstellung ex-
emplarisch nur fur ein Quellmodell.

Werden nun in Abbildung 8.2 die an den beschriebenen 130.000 Dipolpog&nhen gewonne-
nen Studienergebnisse betrachtet, so ist erkennbar, dass das Spssion Ratio in diesem
Szenario zumeist unter 1 liegt. Demnach ist das Feld fur diese Digle bei tangentialer Ori-
entierung tatsachlich starker als bei radialer Orientierung. Fir 65% der betrachteten Dipole
betragt das Suppression Ratio weniger als 1, fur knapp 30 % sogar weniger als O/Aller-
dings gibt es auch einige Dipolpositionen, an denen ein umgekehrtes Meiltnis vorherrscht.
So weisen 35 % der Dipole ein Suppression Ratio groyer als 1 auf, viele iéeliegen dabei
zwischen 1 und 3, wenige Werte noch héher. Hingewiesen sei auf die §ache, dass in der
Tiefe kortikaler Gebiete tangentiale Quellen als annéhernd radial ange=hen werden kénnen,
sodass keine groyen Unterschiede zwischen den jeweils resuléeden Signalen bestehen. Im
Gesamten betrachtet erzeugen quasi-radiale Dipole demzufolge auyerhates Kopfes ein
gleichwohl zuweilen schwaches, so doch messbares magnetischds,Fga sich priméares und
sekundéres Feld im gegebenen Kontext nicht ganzlich gegenseitig awhen.
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Abb. 8.2.: Das Suppression Ratio zur Evaluierung der Relevanz radialer Dipoleni realistischen
Kopfmodell.

Wenngleich das magnetische Feld (quasi-)radialer Dipole somit im re&tischen Volumenlei-
ter anders als im Spharenmodell durch das MEG teilweise detektibar ist, so gilt dennoch,
dass das MEG vorwiegend fur tangentiale Dipole geeignet ist. In diesemusammenhang
bestatigt sich auch die These, dass das MEG tie iegende Quellen nit gut erfassen kann, da
in der Tiefe die Orientierung tangentialer Dipole als quasi-radial kezeichnet werden kann.

Nicht unerwahnt bleibe, dass in [AHBH10] unter Nutzung der Singularwertzerlegung durch
das Suppression Ratio im BEM-Modell die Aussage getro en wird, dassir die meisten
Positionen im Gehirn tatséachlich eine fur das MEG nahezu invisibleOrientierung existiert,
was die vorherigen Ergebnisse weiter verschérft und die Erkennisse aus dem Spharenmo-
dell hinsichtlich radialer Dipole unterstreicht. Daher wird nac hfolgend in Ergdnzung zu den
bisherigen Untersuchungen das Suppression Ratio an den vorliegend®ipolpositionen auf
Grundlage der Singuléarwertzerlegung evaluiert.

Wird an einer beliebigen, fest gewahlten Dipolpositionxy das Vorwartsproblem fir die drei
kartesischen Koordinatenrichtungen geldst, so resultiert eine Lasngsmatrix A, 2 RS 3, die
fur jede der drei Orientierungen das magnetische Feld an alles = 271 Sensoren beschreibt.
Die Singularwertzerlegung dieser Matrix,

Ac=Uc « Vs

besteht aus der Matrix U, 2 RS S, der adjungierten Matrix V] 2 R® 2 sowie der Matrix

k 2 RS 3, auf deren Hauptdiagonale die Singularwerte k1, k2, k3 Stehen. Der kleinste
(resp. groyte) Singularwert korrespondiert mit dem B-Feld, welches durch einen Dipol an
Position xix mit fir das MEG am geringsten (am starksten) wahrnehmbarer Dipolorientie-
rung erzeugt wird. Die Richtung zum kleinsten Singularwert .min kann als radiale, die
zum mittleren Singularwert .meq als schwach tangentiale und die zum gréyten Singular-
wert  -max als stark tangentiale Orientierung de niert werden.
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Abb. 8.3.: Das Suppression Ratio zur Beurteilung (in-)visibler Dipoloriertierungen, ermittelt tber
Singuléarwertzerlegung. Links: Verhaltnis von radial zu stark tangential orientierten Di-
polen, rechts: Verhaltnis von radial zu schwach tangential orientierten Dipolen. Zu be-
achten ist die unterschiedliche Skalierung der x-Achse.

Gemay [AHBH10] wird das Suppression Ratio als Verhaltnis vom B-Feld des raidlen Dipols
zum B-Feld des stark tangentialen Dipols in diesem Fall durch

Ska = k;min

k;max

berechnet, wahrend das Verhéltnis vom B-Feld des radialen Dipols 2m B-Feld des schwach
tangentialen Dipols durch den Quotienten aus y.min Und :meq beschrieben wird. Da das
Suppression RatioSRi an jeder Dipolposition die Dipolorientierung geringster/gréyter Si-
gnalstarke einbezieht, kann davon ausgegangen werden, dass der Quotiemch geringere
Werte annimmt, als es im ersten Abschnitt dieser Studie fur radial und tangential zum
Schédel festgelegte Orientierungen der Fall war. Die Visualisierug in Abbildung 8.3 bestéa-
tigt diese Vermutung. So liegt das Suppression Ratio bei Betrachtug des Verhaltnisses von
kmin ZU k:max @n nahezu allen 130.000 betrachteten Dipolpositionen unter 0,4. Uber 50 %

der Werte ist kleiner als 0,06 (vgl. Abb. 8.3 links). Auch bei Einbezig von . min und  k:med
betragt das Suppression Ratio durchgangig weniger als 1 und in Gber der Hé der Falle
sogar weniger als 0,1 (vgl. Abb. 8.3 rechts). Diese auf der Singularwertdegung basierenden
Ergebnisse verstarken die zuvor getro ene Aussage, wonach das MEG in d#éich hoherem
Maye fur tangentiale als fur radiale Dipolorientierungen sensibel ist.

8.2. Der Ein uss des Volumenstroms

Waéhrend in [HRCE95] das Suppression Ratio herangezogen wird, um auch Ausgen zum
Ein uss des Volumenstroms auf das messbare magnetische Feld zu tren, sei im Folgen-
den, bedingt durch Unterschiede in der Datenaquise, in Ubereingmmung mit [VUWJO03] ein

Indikator V eingefuhrt, um konkrete Aussagen zur Bedeutung der fur realistishe Modelle
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Abb. 8.4.: Das Verhaltnis vom sekundéren zum primaren magnetischen Feld zur Ealuierung des
Ein usses des Volumenstroms. Links: radiale Dipole, rechts: tangetiale Dipole.

nur numerisch approximierbaren Volumenstrome tre en zu kénnen. Sowohl fir radiale als
auch fur tangentiale Dipole wird gezielt das Verhaltnis vom sekundarerzum priméren Feld
betrachtet. Dabei kommt der Quotient der Normen des sekundéren und ds priméaren Anteils
des B-Feldes zur Anwendung. Fir einen Dipold sei
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Die Ausrichtung der Dipole ist wie im vorherigen Abschnitt mit Re ferenz zum Schadel fest-
gelegt. Die lllustration der Ergebnisse in Abbildung 8.4 zeigt, dass ki der Beantwortung der
Frage, wie gewichtig der Einbezug des sekundaren magnetischen 8ek in die Berechnungen
ist, eine Unterscheidung in radiale und tangentiale Quellen sinnall ist. Wahrend das Ver-
haltnis vom sekundéren zum priméren B-Feld fir radiale Dipole insgeamt fast ausgewogen
ist, weisen tangentiale Dipole deutlich erhdhte primare Anteile auf Die Ergebnisse hin-
sichtlich radialer Dipole decken sich mit den bisherigen Resukliten, dass sich primares und
sekundares Feld bei radialer Dipolorientierung Uberwiegend auft®en, also von ahnlicher
Groyenordnung sind. So sind radiale Quellen im Spharenmodell sdelylich aufgrund eines
volligen Ausgleichs sekundérer und primarer Anteile nicht detekierbar. In den vorliegenden
Ergebnissen zu radialen Dipolen im realistischen Kopfmodell liegtlas arithmetische Mittel
aller Werte mit 0,93 nahe der 1, mit einer Abweichung von etwa 0,5. Fir die tangentialen
Dipole ist mit 0,4 das arithmetische Mittel Gber den Indikator V weniger als halb so groy.
Der Volumenstrom halt hier deutlich kleinere Anteile. Fur nicht einmal 1 % der tangentialen
Dipole ist das Verhéltnis vom primaren und sekundéren Anteil in etwa ausgeglichen.

Fur einen exemplarischen, fest gewahlten Dipold im somatosensorischen Kortex sei in
Abbildung 8.5 die Kontribution des primaren respektive des sekumlaren Anteils an dem
gesamten magnetischen Feld fir jeden Sensor einzeln visualisiert
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Abb. 8.5.: Das Verhaltnis vom sekundéren zum primaren magnetischen Feld, ausgehd von einem
Dipol im somatosensorischen Kortex.

An jeder Sensorpositionx wird das Verhaltnis ermittelt durch

B
iBY()

Vi (d) =

Die Resultate in der Visualisierung zeigen, dass an den Sensoren ibéem Dipol und

fortfihrend an Sensoren auf einem gemay der Dipolorientierung ausgehteten Ring um

den Kopf herum das Verhaltnis vom sekundéren zum primaren Feld glelt eins oder gréyer
eins ist. An den Sensoren in den anderen Bereichen Uberwiegt hingen der primare Anteil,

sodass der IndikatorV Werte unterhalb der Eins annimmt.

In einem weiteren Schritt sei der Anteil des Volumenstroms an demvollen magnetischen
Feld fur 190.000 uber die gesamte Kortexober &che gleichmayig verteilte ipolpositionen
herausgearbeitet und veranschaulicht. Die Orientierung der Diple wird in dieser Teilstudie
in Anlehnung an die Ausrichtung der Pyramidenzellen radial zur Kortexober &che gewabhlt.
Abermals sei das Verhdltnis vom sekundaren zum primaren Feld je Dipobemay der In-
dikatorde nition (8.1) berechnet und auf dem den Dipol beinhaltenden Tetraeder farblich
abgetragen (vgl. Abb. 8.6). Bezogen auf den Schadel oder auch die Sensoremsenicht dies
je nach Abschnitt des Kortex unterschiedlichen Orientierungen Die lllustration (Figur 8.6)
unterstreicht die bisherigen Ergebnisse insofern, als dass inebondere in den bezlglich der
Sensoren radial ausgerichteten Gebieten des Gehirns der primarend der sekundére Anteil
am gesamten Feld einander in etwa entsprechen. Der Quotient nimmin groyen Teilen des
Gehirns im Bereich der Gyruskronen Werte nahe eins an. Dahingegeniwd das Verhaltnis
von Bs zu B, mit tangentialer Ausrichtung des betrachteten Areals zunehmend genger.
Insbesondere an den Wanden der Gyri Uberwiegt deutlich der Anteides Priméarstroms.

Wahrend das priméare Feld unabhangig von detaillierten geometrischen Mdellierungen und
fur sphéarische sowie realistische Kopfmodelle identisch isist das sekundére Feld abhangig
von der FEM-Diskretisierung und der Wahl des Quellmodells. De Frage nach dem Ein uss
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Abb. 8.6.: Das Verhdltnis vom sekundaren zum primaren magnetischen Feld fir [ole an der
gesamten Kortexober &che. Die Dipole sind radial zur Kortexober ache ausgerichtet.

des Volumenstroms geht ieyend tber in die Diskussion um die Beddung einer angemes-
senen numerischen Modellierung der zugrunde liegenden mathertischen Problemstellung
zur Berechnung des sekundéren B-Feldes. Die Performanz der Qlraodelle in realistischen
Anwendungen sei nachfolgend genauer betrachtet.

8.3. Das Inverse Problem des MEGs

Wie in der Einleitung erlautert, ist es von hohem medizinischenlinteresse, auf die Akti-
vitat welcher Gehirnregionen vorhandene MEG-Daten zurtickzufihen sind. Sind MEG-
Aufzeichnungen gegeben, gilt es, mit mathematischen Methoden daBwerse Problem
des MEGs (vgl. Abb. 8.7) zu I6sen, also die kortikale Ursprungsregion des agnetischen
Feldes moglichst genau zu bestimmen.

Abb. 8.7.: lllustrierung des Inversen Problems. Welche Gehirnaktivitat/ welche Dipolkon guration
war ausschlaggebend fiir das an den Sensorpositionen gegebene magnetisaid ¥
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Das Inverse Problem ist jedoch ein schlecht gestelltes Problemm Allgemeinen existieren
unendlich viele verschiedene Lésungen, sodass zusatzliche Annaamund Reglementierun-
gen getro en werden missen, um genau eine Losung zu erhalten. Wie bésizben, ist der
Einbezug und das mehrfache, fir verschiedene Dipole durchgefite Losen des Vorwérts-
problems hilfreich.

Fur die Applikation im realistischen Kopfmodell wurden im Laufe der Zeit verschiedene, in
Kapitel 5 dargestellte, numerische Quellmodelle entwickelt.Da im realistischen Kopfmodell
jedoch bedingt durch den fehlenden analytischen Losungsweg keifeferenzlésung vorhan-
den ist, ist in diesem Kontext zundchst nicht ohne Weiteres zu barteilen, wie geeignet die
jeweiligen Quellmodelle zur Modellierung und zum Ldsen des Prdbms sind. Aus diesem
Grund wurde in Kapitel 7 zunéachst auf das Spharenmodell zuriickgegren, um die numeri-
schen Ldsungen in Vergleich zur analytischen Lésung zu setzen und eierste approximative
Evaluierung der Quellmodelle durchfiihren zu kénnen. Wie bedetend die Unterschiede zwi-
schen den verschiedenen Quellmodellen im realistischen Kapbdell tatsachlich sind, gilt es
zumindest in einem groben Abriss zu betrachten.

Der Dipolscan

Soll zu gegebenen MEG-Daten die ursachliche Dipolkon guration bestirmt werden, so liegt
eine Moglichkeit in der Durchfiihrung eines Dipolscans. Das Vorgehebei einem Dipolscan
besteht darin, zun&chst flr eine groye Zahl an simulierten Dipolen katesischer Ausrichtung
das Vorwartsproblem zu l6sen, um so jedem Dipol das jeweils entstehde magnetische Feld
zuordnen zu kénnen. Im nachsten Schritt wird fir jede Dipolposition ein Moment (Richtung
und Starke) berechnet, fir den das resultierende Feld den reateDaten zu einem gewéhlten
Zeitpunkt nachstmdglich kommt. Auf diese Weise wird eine begrente Menge an potentiel-
len (approximativen) Losungsvektoren vorgegeben. Dann wird unter alla so hergeleiteten
Paaren an Dipolposition und -orientierung derjenige Dipol ermittelt, dessen zugehoriges
magnetisches Feld die groyte Ahnlichkeit GOF  Goodness Of Fit) zu den gegebenen
MEG-Daten aufweist. Die Orientierung entspricht dabei dem normierten Moment.

Die im Folgenden analysierten Daten beruhen auf den MEG-Aufzeichuangen wéhrend einer
elektrischen Stimulation des rechten Mediannervs des ProbanderDas aus dieser Stimula-
tion resultierende somatosensorisch evozierte Feld (SEF) gilt esuzbetrachten. Es wurden
1200 Stimuli prasentiert. In Abbildung 8.8 sind die Uber alle Trials gemittelten und mittels
Fieldtrip ! ge lterten SEF-Daten visualisiert. Der erste Extrempunkt im B utter yplot ist
lediglich ein Artefakt in Folge der elektrischen Stimulation, ihm sei keine weitere Bedeutung
zugemessen. Von Interesse ist hingegen die in Abbildung 8.8 entgmhend gekennzeichnete
P20/N20-Komponente. Besondere Beachtung erhélt also das SEF zu diesem Hminkt.

Thttp:/iwww. eldtriptoolbox.org/workshop/baci2017/preprocessing/
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Abb. 8.8.: Visualisierung des SEFs als Butter yplot. Markiert wurde die P20/N20-K omponente.

Zur Durchfiihrung des Dipolscans werden 278.621 Dipolpositionen (Abb. &) jeweils mit
Orientierungen entsprechend der drei kartesischen Richtungegenutzt. Die drei Quellmodel-
le Partielle Integration, St. Venant und H(div) werden zur Lésung des Vorwartsproblems
nacheinander angewandt, letztere sowohl in restringierter als auchni nicht-restringierter
Form. Es wird in dieser Durchfiihrung keine Regularisierung angewandt, ausfihrlichere Un-
tersuchungen sind mit Blick auf [WBRB99, FWW * 98] jedoch denkbar und in fortfilhrenden
Analysen empfehlenswert.

In Abbildung 8.9 ist die Lokalisation der Quelle fir den restringierten St. Venant-Ansatz
visualisiert. 23,3 ms nach dem Impuls liegt der Dipol Ubereinstimmend mit neurologischen
Erkenntnissen uber die Funktion der einzelnen Gehirnareale m Brodman Areal 3b. 25,8 ms
nach dem Impuls ist die Quelle weiterhin im somatosensorischen Keéex zu verorten, aller-
dings nun gegebenenfalls durch die ausbleibende Regularisierungedingt auf der dem
Sulcus centralis abgewandten Seite des Gyri.

Abb. 8.9.: Lokalisation der unter Verwendung des restringierten St. Venant-Arsatzes aus dem Di-
polscan resultierenden Quelle. Oben: 23,3 ms nach Impuls, unter25,8 ms nach Impuls.
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Zeitpunkt: 23,3ms nach Impuls

Quellmodell Dipolort Dipolorientierung  Magnitude GOF
Partielle Integration (24,7 44,2 99,4) (-0,20 -0,79 -0,58) 4,73e-5 0,9777
St. Venant restringiert | (21,9 43,6 97,4) (-0,10 -0,80 -0,60) 5,35e-5 0,9781
St. Venant nicht-rest. (24,2 43,8 98,5) (-0,08 -0,84 -0,54) 5,62e-5 0,9781
H(div) restringiert (21,9 43,6 97,4) (-0,10 -0,77 -0,62) 6,14e-5 0,9776
H(div) nicht-rest. (23,6 44,0 98,2) (-0,10 -0,80 -0,59) 5,28e-5 0,9776
Zeitpunkt: 25,8 ms nach Impuls

Quellmodell Dipolort Dipolorientierung Magnitude GOF
Partielle Integration (21,8 49,6 92,4) (0,96 -0,26 0,08)  1,81e-5 0,9629
St. Venant restringiert | (21,8 49,6 92,4) (0,93 -0,36 0,00) 1,81e-5 0,9632
St. Venant nicht-rest. (21,8 49,6 92,4) (0,91 -0,40 -0,02) 1,63e-5 0,9630
H(div) restringiert (21,8 49,6 92,4) (0,93 -0,37 0,01) 1,85e-5 0,9629
H(div) nicht-rest. (21,6 49,0 91,3) (0,72 -0,67 -0,20) 1,74e-5 0,9632

Tabelle 8.2.: Unter Anwendung verschiedener Quellmodelle aus dem Dipolscan saltierende Werte.

Die aus dem Dipolscan hervorgehenden Ergebnisse konnen fur alle bathteten Quellmo-
delle in Tabelle 8.2 eingesehen werden. Der GOF ist hierbei deiert tUber

JJ Bsim B real JJ 2

GOF=1 T !
jiBrealji?

und beschreibt, wie gut der im Dipolscan simulierte Dipol die reakn Daten rekonstruiert.
Ein Wert von eins bedeutet hierbei, dass das vom simulierten Dipolerzeugte Feld Bgjm

exakt den im MEG gemessenen DaterB oy entspricht. [NUy18] Der GOF ist zu beiden
Zeitpunkten fir alle Quellmodelle nahezu identisch. Er liegt 233 ms nach dem Impuls bei
ca. 0,978 und zum Zeitpunkt 25,8 ms dann bei ca. 0,963.

Au allig ist, dass zum Zeitpunkt 25,8 ms (Zeit gemessen ab Impuls),zum Zeitpunkt des
starksten Signals der P20/N20-Komponente, fur fast alle Quellmodelle deexakt gleiche Di-
polort resultiert. Lediglich die Orientierung fallt etwas unters chiedlich aus. Zum Zeitpunkt
23,3 ms, in der Mitte des steigenden Abschnitts vor der P20/N20-Komponentegergeben sich
hinsichtlich des Dipolorts kleine Unterschiede von bis zu 3,5 mmAngesichts dessen, dass
sich bei einem typischen evozierten Feld des MEGs das aktive Koexareal Uber eine Flache
von 1-2,5cn? erstreckt, ein sehr geringer Wert [Bra14]. Die Ergebnisse zum Zgiunkt der
P20/N20-Komponente kénnen damit fur die betrachteten Quellmodelle als &hlich angese-
hen werden. Sie sind erwartungsgemay im somatosensorischen Kortex zarorten.



75

KAPITEL 9

Fazit

Das Ziel dieser Arbeit war es, numerische Untersuchungen zu den Awirkungen der Quell-
modelle im FEM-basierten MEG-Vorwartsproblem durchzufiihren. Dazu wurde zunachst
das FEM-basierte MEG-Vorwartsproblem hergeleitet. Anschlieyend wirden numerische
Quellmodelle zur Modellierung eines Dipols dargestellt. Basiend auf dem mathemati-
schen Konstrukt konnten die verschiedenen Quellmodelle mit dbersen numerischen Studien
im Spharenmodell ausfuhrlich untersucht und evaluiert werden Der Ansatz der Partiellen
Integration sowie der St. Venant- und der H(div)-Ansatz erfuhren eingehende Betrachtung,
wobei eine besondere Schwerpunktlegung auf den H(div)-Ansatz erfgie. Abschlieyend wur-
de in einem Ausblick Bezug auf relevante Diskussionsthemen zued Applikation im konkre-
ten Anwendungsfall genommen. Dazu wurden einzelne Studien am reafischen Kopfmodell
durchgefihrt und prasentiert.

Auf Grundlage der Ergebnisse dieser Arbeit konnen mit Blick auf dieQuellmodelle einige
relevante Schlussfolgerungen getro en werden. Aus dem ausfuhrhen Vergleich der ver-
schiedenen Varianten des H(div)-Quellmodells im Spharenmodebeht die Erkenntnis her-
vor, dass ein Einbezug von 22 Basisfunktionen auf insgesamt funf einaed benachbarten
Tetraedern zu der Variante mit den geringsten Fehlern fuhrt. Unter angemessener Beach-
tung des Restriktionsparameters gilt diese Aussage auch fur Dipoledher Exzentrizitaten.
Die Resultate der vorherigen Kapitel zeigen darlber hinaus, dass allérei vorgestellten
Quellmodelle mit kleinen Topographie- und Magnitudenfehlern eirhergehen. Die durchge-
fuhrten Studien festigen mit Hinblick auf die Kernfragen dieser Arbeit auch fiir das MEG
die bereits von EEG-Seite bekannte Aussage, dass sowohl der Ansatzrdeartiellen Inte-
gration, als auch speziell der St. Venant- und der H(div)-Ansatz plausble Ergebnisse liefern
und trotz geringer Di erenzen als fur die Anwendung geeignet erschi@en. Unter Einbezug
weiterentwickelter Varianten sticht der St. Venant-Ansatz mit b esonders geringen Fehlern
hervor.

Diese Arbeit dokumentiert zugleich, dass die Wahl der Positionierung und der Ausrichtung
von den Sensoren und Dipolen mit in gewissem Maye voneinander di errenden Resultaten
einhergeht, wobei die Kernaussage zur guten Performanz der Quellmetle tber alle Test-
szenarien hinweg glltig bleibt. Wahrend tangentiale Sensoren die Urrschiede zwischen den



Kapitel 9. Fazit 76

Quellmodellen besonders gut hervorheben, beziehen sich redikehe Sensoren mit vermehrt
radialer Ausrichtung expliziter auf den realen Anwendungsfall, wassich in einem schwachen
Ein uss des sekundaren Anteils des magnetischen Feldes manifésit. Fir radiale Dipole
ist das gesamte B-Feld im Spharenmodell nicht messbar, eine Betratung des sekundaren
Anteils macht jedoch deutlich, dass auch die Entscheidung Uber i@ Anwendung des Re-
striktionsparameters in Abhangigkeit von der Wahl der Dipolorientierung getro en werden
sollte. Denn nur fur tangentiale Dipole wird ein positiver E ekt er zielt. Dies fiihrt zu der
Erkenntnis, dass es fir die Erlangung aussagekraftiger Resultate aféhrend ist, verschie-
dene existente Parameter und Bedingungen in den Blick zu nehmerbes Weiteren geht aus
dieser Arbeit hervor, dass die Daten auch fir Dipole nahe der Kompartinentegrenze von
Gehirn und CSF stabil sind. Die Resultate legen insgesamt nahe, dastas Spharenmodell
fur erste einschatzende Aussagen zur Performanz der Quellmodelbeeignet ist.

Die Betrachtung eines realistischen Kopfmodells zeigt, dass devolumenstrom und da-

mit die angemessene Modellierung mittels Quellmodellen auchm realistischen Kopfmodell

von Bedeutung ist. Zugleich legen die Ergebnisse des Dipolscans dethodik im Rahmen

des Inversen Problems nahe, dass der aus dem Spharenmodell schon gdsing hervorge-
gangene Unterschied zwischen den Quellmodellen im realistisahekopfmodell tatséchlich

unwesentlich ist. Alle drei Quellmodelle fuhren zu einer simvollen Lokalisation des Dipols
im Inversen Problem. Dartber hinaus lasst sich aus diesem letzteKapitel die Schlussfol-

gerung ziehen, dass das MEG insgesamt eine gréyere Sensibilitat fir tgentiale als fur

radiale Dipole aufweist und damit insbesondere ober achennahe Quadh gut erfassen kann.
Diese Feststellung deckt sich mit in der Literatur vorhandenen Aussagen, wobei vor allem
weiter gefasste Thesen insofern bestatigt werden, als dass auch quasdiale Quellen basie-
rend auf dem realistischen Modell ein erkennbares Signal verurshen. Eine Nutzung des
MEGs muss somit nicht als allein auf tangentiale Dipole beschrankt gedeen werden. Die
Studienergebnisse im realistischen Kopfmodell verweisen darfudass eine Beschaftigung
mit dem realistischen Kopfmodell unabdingbar ist, um konkrete Be®nderheiten der realen
Anwendung bericksichtigen, angemessen modellieren und demeaptrechend interpretieren
zu kénnen.

Bei diesen Auyerungen bleibt darauf zu verweisen, dass Kapitel 8 m realistischen Kopf-

modell nur einem ersten Uberblick und Ausblick diente und weiere vertiefende Erhebungen
empfehlenswert sind. Die hier erlangten Erkenntnisse zeigemass ein erweiterter Einbezug
und eine Untersuchung der vorgestellten Quellmodelle im Invesen Problem des MEGs sinn-
voll sind. So werden stérker fundierte und in konkreten Teilberichen weiter prézisierte Aus-
sagen ermdglicht. In diesem Zusammenhang kénnte in weiterflhrendeForschungen auch
die fortgefuihrte Optimierung der Quellmodelle eingebunden weden die in Abschnitt 7.2.4

erwahnten Variationen des St. Venant-Ansatzes wirken in Hinblick aufeine weitere Redu-
zierung der numerischen Fehler vielversprechend, entspchende Untersuchungen bedirfen
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jedoch zunachst einer vollstandigen Implementierung dieser Vaanten in duneuro. Ergan-
zen lieye sich die Programmbibliothek der Software zudem durch ein®ereitstellung des
H(div)-Quellmodells auf Hexaeder-Gitternetzen. Insbesonderainter Beachtung der bereits
zufriedenstellenden Performanz der Quellmodelle in den in Kagel 7 und 8 présentierten

Studien liegt es jedoch nahe, weitere Untersuchungen stets dumncForschungen in anderen
Teilbereichen zu erganzen, um einen bedeutenden Zugewinn firedAnwendung zu erhalten.
In Erweiterung zu den Studien dieser Arbeit ist die Analyse des B usses der Quellmodelle
auf Stromdichteverfahren von besonderem Interesse, da die Ausikiungen der Quellmodel-
le in diesem Kontext besonders stark sein konnen (vgl. [MRU19]). Ein Einbezug einer
hoheren Integrationsordnung beim Lésen des MEG-Vorwartsproblems isin Anlehnung an

[Dac19] von Interesse. Neben den Forschungen zu den Quellmodellest zudem die Model-
lierung der Kopfmodelle in Aspekten wie Anzahl und Art der modellierten Gewebeschichten
bedeutend. Unabhangig davon ist es zum Zwecke praziser Ergebnisgeder Praxis schliey-
lich entscheidend, die MEG-Aufzeichnungen mdglichst frei von ®rsignalen zu halten und

anschlieyend sorgféltig zu verarbeiten.

Eine gute Ausgangslage hinsichtlich des Kopfmodells und zugrundelgender MEG-Daten
ist wertvoll, um die als hinreichend genau eingestuften Quellmodlle konstruktiv zur An-
wendung bringen zu kénnen. So kann im Gesamtklang der Forschung dasBM-basierte
MEG-Vorwartsproblems unter Einbezug der Quellmodelle schliglich angemessen geldst und
so auch das Inverse Problem des MEGs fundiert behandelt werden.
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ANHANG A

Appendix

A.l. Erganzende detaillierte Ausfiihrungen zu Studie IV

A.1.1. Auswirkungen des Restriktionsparameters auf Quellen im Gr enzbereich

Wie in Abschnitt 7.2.5 zur Evaluierung der in dem Bereich des Kompatimentelibergangs
von Gehirn zu CSF positionierten Dipole erwéahnt, bezieht sich dieRestriktion nur auf
Knoten auyerhalb des Gehirns, nicht jedoch auf Knoten auf der Grenzache, sodass die
zugehdrigen Basisfunktionen weiter einbezogen werden. Bei der Bdagrdung dieser Aussage
sind zunéachst verschiedene Félle zu unterscheiden.

Abb. A.1.: Darstellung der durch den H(div)-Ansatz  in die Dipolapproximation einbezogenen
Knoten. Figur A: Quellelement mit Grenz ache, Figur B: Quellelem ent mit Grenzkno-
ten, Figur C: Quellelement innerhalb, Figur D: Quellelement innerhalb, doch approxi-
mationsrelevante Knoten auf der Grenze.

Wird bei Anwendung des H(div)-Quellmodells der Dipol in einem Tetraeder mit Grenz &-
che platziert, so werden vorerst neben innenliegenden und auf dé&renze gelegenen Knoten
auch eindeutig dem CSF zugeordnete Knoten mit einbezogen (Abb. A.1 (A) Be ndet sich
der Dipol in einem Tetraeder mit Grenzpunkt, so sind zwar Grenzloten, jedoch keine
Knoten des CSF in der Kon guration enthalten (B). Wahrend bei Nutzung des nicht-
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restringierten Quellmodells alle farbig markierten Knoten zur Approximation herangezogen
werden, werden die in der Abbildung orange markierten Knoten des CB bei Anwendung
des Restriktionsparameters entfernt. Alle griin gekennzeichnete Knoten sind jedoch weiter-
hin Bestandteil der Berechnungen. Fir innenliegende Tetraedetritt je nach geometrischer
Bescha enheit der Umgebung Fall (C) oder (D) ein. CSF-Knoten sind in beiden Fallen
nicht involviert, im Fall (C) auch keine Grenzknoten.

Abb. A.2.: Darstellung der durch den St. Venant-Ansatz  in die Dipolapproximation einbezoge-
nen Knoten. Links: Quellelement mit Grenz ache, mittig: Quellelement mit Grenzpunkt,
rechts: Quellelement innerhalb. Oben: Dipole hoher Exzentriat, unten: Dipole niedri-
gerer Exzentrizitat.

Im St. Venant-Quellmodell ist weniger die Schnittmenge von Queletraeder und CSF-
Elementen entscheidend, als vielmehr die Position des Dipols irerhalb des Tetraeders.
Eine niedrige Exzentrizitdt des Dipols fuhrt aufgrund der Konstruktion des St. Venant-
Ansatzes (vgl. Abschnitt 5.3) zu weniger Grenz- oder gar CSF-Knoten (Abb A.2, untere
Reihe), als es bei hohen Exzentrizitaten der Fall ist (Abb. A.2).

Die Aussage, dass Knoten auf der Grenze trotz Restriktion in die Appraimation des Di-
pols einbezogen werden, wird durch den Vergleich der jeweils ritrestringierten mit der
restringierten Variante der Quellmodelle St. Venant und H(div) untermauert. Wie in den
Abbildungen A.3 und A.4 erkennbar, bewirkt die Restriktion mit Hinb lick auf den H(div)-
Ansatz nur fur Dipole in mit einer Flache an das CSF grenzenden Tetraedrn sodass
Knoten des CSF Eingang in die Approximation halten (vgl. Abb. A.1 (A)) ei ne Verdnde-
rung der Fehlerwerte. Zugleich zeigt sich fir das magnetische Félausgehend von Quellen
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in Tetraedern, die mit nur einem Punkt das CSF beriihren sodass leine eindeutig im CSF
gelegenen Knoten einbezogen werden (vgl. Abb. A.1 (B)) keine Beeinussung durch die
Restriktion. Ebenso unterstreicht eine Betrachtung des St. \énant-Ansatzes, dass die Re-
striktion fur Dipole sowohl in Tetraedern, die mit einer Flache, als auch fir solche, die mit
einem Punkt an das CSF grenzen, nur bei hohen Exzentrizitdten Einuss hat. Die Knoten
unmittelbar auf der Grenze werden somit durch die Restriktion nicht ausgeschlossen. Diese
Aussagen sind gleichermayen aus dem sekundaren B-Feld (Abb. A.3), als duaus dem
gesamten B-Feld (Abb. A.4) herauszulesen.

Abb. A.3.: Vergleich der nicht-restringierten und der restringierten Variante der Quellmodelle St.
Venant und H(div), basierend auf demsekundéren Feld Bs. Unterschieden wird auf der
x-Achse der Boxplots neben der Exzentrizitat abermals auch der Beug der Quellelemen-
te zum CSF (vgl. Abb. 7.13). Anwendung ndet Modell tet-274k, Dipole und Sensoren
sind tangential ausgerichtet. Oben: Knotennahe Dipole, unten: Dipoé im Zentrum der
Tetraeder.

Augenfallig ist zudem, dass die Restriktion zumeist starkeren Ei uss im St. Venant-Ansatz
hat, als es beim H(div)-Ansatz der Fall ist. Unter Beachtung der Tatsache, dass die Applika-
tion des Restriktionsparameters im St. Venant-Ansatz im Allgemeinenzu einem Ausschluss
von deutlich mehr Basisfunktionen fiihrt, ist dies jedoch nachvolziehbar.
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Abb. A.4.: Vergleich der nicht-restringierten und der restringierten Variante der Quellmodelle St.
Venant und H(div) basierend auf dem vollen Feld B. Unterschieden wird auf der x-
Achse der Boxplots neben der Exzentrizitat abermals auch der Beay der Quellelemente
zum CSF. Anwendung ndet Modell tet-274k, Dipole und Sensoren sind tangential aus-
gerichtet. Oben: Knotennahe Dipole, unten: Dipole im Zentrum der Tetraeder.

A.1.2. Komplettierende Boxplots zur Analyse in Grenzbereichen

In Fortfihrung der bereits in Abschnitt 7.2.5 dargestellten Ergebnisse seien in Abbildung
A.5 die Resultate der vergleichenden Darstellung der Ansétze Parélle Integration, St. Ven-
ant und H(div) (jeweils restringiert) fir knotennah gelegene Dipole basierend auf dem vollen
B-Feld ergénzt. Zudem ndet in Abbildung A.6 die Visualisierung zu Dipolen im Zentrum
der Tetraeder ihren Platz. Abermals erfolgt die Unterteilung sowohlin "Flachenelemente"
(der Schnitt von Gehirn- und CSF-Tetraeder entspricht einer Flache, drei Knoten auf der
Grenze) als auch in "Knotenelemente" (der Schnitt entspricht é@em Knoten) sowie innenlie-
genden Elementen gekennzeichnet durch das Label "Ohne" (kein &nitt von dem Gehirn-
mit CSF-Tetraedern).
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Abb. A5.: Knotennahe Dipole in Tetraedern am Grenzibergang zwischen Gehirn und CSF, ba-
sierend auf demvollen Feld B. Anwendung ndet Modell tet-274k, Dipole und Sensoren

sind tangential ausgerichtet. Links: RDM, rechts: INMAG.

Abb. A.6.: Dipole im Mittelpunkt von Tetraedern am Grenziibergang zwischen Gehirn und
CSF, basierend auf dem sekundéaren Fel8s (oben) bzw. auf dem vollen FeldB (unten).
Anwendung ndet Modell tet-274k Dipole und Sensoren sind tangential ausgerichtet.

Links: RDM, rechts: INMAG.
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