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Vorwort

Im Rahmen eines Partnerschaftsstipendiums mit dem INSA de Lyon wurde am Institut Na-
tional de la Santé et de la Recherche Médicale de Lyon, Unité 280 (Unité de recherche sur
les signaux et processus cérébraux) in Zusammenatbeit mit Prof. Dr. Francois Perrin ein
Programm zur Berechnung der dipolinduzierten Potentialverteilung an der Kopfoberfliche
mit der Randelementmethode (Kollokation mit linearer Interpolation und analytischer Be-
rechnung der auftretenden Integrale) fiir ein Einschichtmodell des Kopfes entwickelt (C
unter dem Betriebssystem UNIX). Im AnschluB an das Studienjahr in Frankreich wurde
dieses Modell am Institut fiir Physiologie der RWTH Aachen innerhalb der Arbeitsgruppe
um Prof. Dr. Grebe auf ein Dreischichtmodell erweitert. _

Spiter wurde der Kontakt zur Arbeitsgruppe um Prof. Dr. Buchner (Klinik fiir Neurolo-
gie der RWTH Aachen) aufgenommen. Im Rahmen eines durch die Volkswagenstiftung
gefdrderten Projekts entstand in dieser Arbeitsgruppe das Programm CAUCHY (FOR-
TRAN 77 unter dem Betriebssystem AIX), das zur Lokalisation elektrischer Gehirnakti-
vitit entwickelt wurde. Zur Potentialberechnung wird hier die Methode der finiten Ele-
mente gewahlt. Durch das von den Philips-Forschungslaboratorien in Hamburg entwickel-
ten Programm CURRY werden die dazu bendtigten Volumenvergitterungen des Kopfes
zur Verfiigung gestelit, die anhand von Kernspinresonanz-Tomographie-Bildern erzeugt
werden.

Meine Arbeit méchte ich Herrn Prof. Dr. Francois Perrin widmen, der mich in die The-
matik der Potentialberechnung mit der Randelementmethode einfiibrte und die fachliche
Betreuung meiner Diplomarbeit, trotz schwerer Krankheit ibernahm. Prof. Perrin verstarb
im Sommer 1993 wihrend der letzten Tage meines Aufenthaltes in Lyon.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Aktivitdt von Zellen und Zellverbinden (Organen), insbesondere die Erregung von
Nervenzellen, ist mit einer elektrischen Aktivitdt in Form von lonenstrémen verbunden.
Diese Strome fiihren zur Ausbildung elektrischer und magnetischer Felder. Das elektri-
sche Feld breitet sich im leitfihigen Gewebe bis an die Kérperoberfliche aus und kann
dort in Form von Potentialdifferenzen mit Hilfe von Elektroden abgegriffen werden. Das
magnetische Feld kann in einer gewissen Entfernung von der Kérperoberfliche mit hoch-
empfindlichen Detektoren gemessen werden. Diese bioelektrischen Signale kénnen Infor-
mationen iiber die Funktionsweise von Organen liefern.

Ein bekanntes Beispiel ist das Elektrokardiogramm (EKG), welches die elektrische Akti-
vitdt des Herzens registriert. Elektroencephalogramm (Messung des elektrischen Feldes,
EEG) und Magnetoencephalogramm (Messung des magnetischen Feldes, MEG) werden
durch die Summenaktivitit der Neuronen des Gehirns erzeugt. Die quantitative Analyse
von EKG und EEG ist fester Bestandteil medizinischer Diagnostik geworden. Das Messen
bioelektrischer Signale ist auf nicht-invasive Art und Weise auch iiber ldngere Dauer und
ohne Belastung moglich und gibt Aufschlufl iiber vielfiltige krankhafte Verinderungen
der betreffenden Organe. Bisher stand cher eine phinomenologische Interpretation der
Mefdaten im Vordergrund. Die vorliegende Arbeit beschiiftigt sich mit der Analyse der
den gemessenen bioelektrischen Signalen zugrundeliegenden Quellstruktur, einem inversen
Problem. Das Ermitteln von Anzahl, Ort, Ausrichtung und Intensitiat der Quellen iiber
ihre an der Kérperoberfliche abgegriffenen Felder findel groBies medizinisches Interesse.
In djeser Arbeit wird speziell die Quellrekonstruktion im Gehirn anhand der EEG/MEG-
Signale behandelt.

Ein Anwendungsgebiet findet sich in der Diagnose und Therapie von Epilepsien. Ein epi-
leptischer Anfall entsteht durch eine plétzliche abnorme Aktivititssteigerung des Zentralen
Nervensystems (ZNS) und dufert sich in Stérungen des Sensoriums und der Motorik, des
subjektiven Befindens und des objektiven Verhaltens. Sind die Anfille selten, kann zwar
theoretisch der Berufsalltag und das Privatleben unproblematisch sein, die mogliche Angst
vor einem Anfallsereignis und die Vorurteile des Umfelds des Patienten fithren jedoch zu ei-
ner massiven beruflichen Einschriankung und zu einem sozialen Riickzug des Patienten [47].
Bei hdufigen epileptischen Anfillen wird die Lebensbeeintrichtigung noch weiter verstiirkt,
da hohe Dosen antiepileptischer Medikamente die geistige Leistungsfiahigkeit einschrinken
kGnnen und bei einem Teil der Patienten die Erkrankung zu psychischen Verinderungen
fithrt, die einen Umgang mit ithnen erschwert. Daher hat sich eine systematische chirur-
gische Behandlung der Erkrankung Epilepsie entwickelt [39]. Voraussetzung fiir einen die




KAPITEL 1. EINLEITUNG

enden chirurgischen Eingriff ist die Kenntnis der Lage und
ren. Bisher wurden diese Charakteristika in den Pa-
Untersuchungen wie zum Beispiel Subdural-, Tiefen-
en. Dabei werden dem Patienten operativ Blek-
zw. ins Geehirn hineinoperiert. Die bioelektrischen
sschen den Anfallsercignissen sogenannte interik-
des EEG/MEG dieser interiktalen Spikes und
belastet den Patienten kaum.

restlichen Gehirnregionen schon
Ausdehnung der epileptischen Zent
tienten stark belastenden invasiven
und Foramen-ovale-Elektroden gewonn
troden auf die Hirnoberfliche gesetzt b
Signale von Epilepsiekranken weisen zw
tale Spikes auf. Die nichtinvasive Messung
Se ancchicfende Bevechuung, des epileptischen Zertrums

Ein weiteres Anwendungsfeld ist die prioperative Ermittlung der Lage wichtiger funktio-
nell.zusammenhingender Zentren im Gehirn, z.B. des primér-motorischen, des primér-au-
ditorischen oder priméi.r—somatosensorischen Cortex. Bei Operationen in diesen Bereichen
(z.B. Tumoroperationen) kénnten Lahmungexn, Hor- und Sensibilititsstérungen vermieden
werden. Dazu werden fiber akustische oder sensorische Reize ch arakteristische Signale evo-
ziert, sogenannte evozierte Potentiale und iiber Summationstechniken sichtbar gemacht.
Durch das Losen des inversen Problems wird versucht, die zugrundeliegende Quellstruktur

zu ermitteln.

Neben den aufgefiihrten klinischen Anwendungen ergeben sich auch zahlreiche Anwen-
dungsfelder in der theoretischen Medizin und in der Neuropsychologie. Von Interesse sind
, 3. funktionelle Zusammenhinge im Gehirn und die Aufdeckung der aktivierten Areale

wihrend der Verarbeitung eines Reizes.

Unter Kenntnis eines physiologisch begriindeten Quellmodells kann die Ausbreitung der
Taxwellgleichungen der Elektrodyna-

Felder im biologischen Gewebe iiber eine aus den N
mik entstehende partielle Dif ferentialgleichung beschrieben werden. Das Losen dieser Glei-
chung wird im weiteren als direktes Problem bezeichnet. Fir das direkte Problem wird ein
Modell des Volumenleiters ben&tigt. Das Mehrschalen- bzw. Mehrschichtmodell beschreibt
den Kopf als schichtweise homogenen Leiter. Hirn, Liquor, Knochen und Kopfhaut werden
als Schichten mit jeweils konstanter Leitfihigkeit gewahlt. Die Schichtiiberginge kdnnen
anhand der iiber bildgebende Verfahren (z.B. Kernspinresonanz—Tomographie) erfaliten
realen Geometrie des Kopfes ermittelt werden. Fiir das direkte Problem eignen sich nu-
merische Methoden. Die Differentialgleichung ist von elliptischem Typ und kann in der
Variationsformulierung fiber die Methode der finiten Elemente (FE) auf einem Volumen-
gitter des Kopfes gelost werden. Da man bisher den Kopf als schichtweise homogenen
Leiter modelliert, besteht eine weitere Mbglichkeit darin, die Differentialgleichung fiber
die Integralgleichungsmethode in cine Randintegralgleichung zu iiberfithren und auf einem
Oberflichengitter (nur die Schichtiibergiinge werden vergittert) die gesuchten Potentiale
iber die Randelementmethode (BE, Boundary Element) numerisch zu bestimmen.
Durch vielfaches Losen des direkten Problems wird im Hinblick auf eine rechentechnisch
offiziente Losung des inversen Problems die sogenannte Einflufimatrix aufgebaut. In dieser
Matrix wird der EinfluB jeder physiologisch sinnvollen Quelleinspeisung auf die Mefidaten
gespeichert. Man nutzt dabei die Linearitat der Differentialgleichung.

[m Rahmen des inversen Problems werden mit Hilfe der EinfluBmatrix Quellen gesucht,
deren Summenpotential an den Elektrodenorten bzw. deren magnetischer Summenflufl
an den Detektororten die gemessenen Potentiale (EEG) bzw. Flisse (MEG) unter Ein-
beziehung des Rauschens ,ideal® approximieren. Die inverse Suche bendtigt anatomische
und physiologische Zusatzinformationen, da nur wenige MeBinformationen zur Verfiigung

.
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stehen. Durch die Kopplung der elektrischen (EEG, heutzutage bis zu 128 Mefkanile,
eine Referenzelektrode) mit der magnetischen Messung (MEG, moderne Ganzkopfsysteme
verfiigen aktuell iiber ca. 150 Detektoren, nach Abzug der Referenzkanile bleiben ca. 144
Meflinformationen) kommt man heutzutage auf ca. 271 MeBkanile. Eine Zusatzinforma-
tion besteht zum Beispiel in der statken Beschriinkung der Anzahl zu suchender Quel-
len, der sogenannten scharfen inversen Quellsuche. Es kann ebenfalls eine physiologisch
begriindete Aussage iiber die Glattheit der Quellverteilung und iiber eine Einschrinkung
des Suchgebiets gemacht werden.

In Kapitel 2 wird ein Uberblick iiber die clektrophysiologischen Grundlagen der neurona-
len Informationsverarbeitung und iiber die Entstehung der Encephalogramme gegeben.

In Kapitel 3 wird die quasistatische Niherung der Maxwellgleichungen fiir das elektrische
Potential begriindet. Es werden Modelle fiir Volumenleiter und Quelle vorgestellt und
es wird beschrieben, wie aus dem elektrischen Potential der magnetische FluBl bestimmt
werden kann.

Die folgenden zwei Kapitel widmen sich der Lésung des direkten Problems. Kapitel 4
beschreibt die numerische Lésung der Differentialgleichung in der Variationsformulierung
iber die FE-Methode. In Kapitel 5 wird die Differentialgleichung iiber die Integralglei-
chungsmethode in eine Randintegralgleichung transformiert, zu deren numerischer Losung
die Randelementmethode (BE) herangezogen wird. Fiir die BE-Methode wurde bisher ein
Kollokationsansatz in den Massenzentren der Dreiecke und Interpolation mit stiickweise
konstanten Ansatzfunktionen verfolgt. Im Vergleich dazu sollte ein Kollokationsansatz in
den Dreieckseckpunkten mit stiickweise linearer Interpolation und analytischer Berech-
nung der auftretenden Integrale umgesetzt werden. Eine grobe Beschreibung der Vorge-
hensweise nach de Munck [12] wurde theoretisch untermalt und programmtechnisch in der
Sprache C auf UNIX-Maschinen realisiert.

In Kapitel 6 wird das Konzept der Einflufmatrix erldutert und es werden die beiden
vorgestellten direkten Methoden vom theoretischen und praktischen Standpunkt aus mit-
einander verglichen.

In Kapitel 7 werden inverse Suchstrategien vorgestellt, der Schwerpunkt liegt auf der
scharfen inversen Quellsuche bei verrauschten Mefidaten. Im dort betrachteten Modell
wird angenommen, daf sich die MeBdaten iiber einige wenige scharf umschriebene Quel-
len beschreiben lassen. Diese Quellen (Anzahl, Ort, Richtung, Stirke) sollen innerhalb
des Suchgebiets so ermittelt werden, dafl die Meflwerte im Sinne der euklidischen Norm
moglichst genau ermittelt werden, gleichzeitig aber das Raunschen keinen zu starken Einflufl
auf die Lésung nimmt und die Algorithmen stabil in bezug auf eine Uberschitzung der
Anzahl aktiver Quellen bleiben. Hier wird sich das Konzept der Regularisierung als eine
Moglichkeit herausstellen, den auftretenden schlechten Konditionszahlen in Kombination
mit verrauschten Mefidaten zu begegnen.

Das Kapitel 8 widmet sich der Anwendung der scharfen inversen Quellsuche im FE-Modell
an einer simulierten Sulcusstruktur. Von grofilem medizinischem Interesse ist die Zuord-
nung corticaler Areale zu sensorischen, motorischen und hoheren psychischen Leistun-
gen. Ein grofler Teil des Cortex liegt in Fissuren und Sulci, an deren gegeniiberliegenden
Wiinden funktionell verschiedene neuronale Aktivitit gefunden werden kann. Es werden
die Algorithmen der scharfen inversen Suche mit und ohne Regularisierung (Konditionsver-
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besserung) getestet auf ihr Auflosungsvermogen innerhalb eines Sulcus, auf ihre Realktion
auf mehrere weit auseinanderliegende fokale Zentren und auf ihr Stabilititsverhalten bei
Erhéhung und Uberschiitzung der Anzahl aktiver Quellen.
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Kapitel 2

Medizinische Grundlagen

Bei der Verarbeitung bewufiter Handlungen, bei Sinneseindriicken sowie auch bei unbe-
wuBten Reaktionen ist das Gehirn elektrisch aktiv. Jede Bewegung elektrischer Ladungen
ruft ein elektrisches sowie auch ein magnetisches Feld hervor. Das Elekiroencephalo-
gramm stellt die aus dieser Aktivitdt entstehenden Potentialdifferenzen des elektrischen
Feldes dar, die auf der Kopfhaut gemessen werden kénnen. Das Magnetoencephalogramm
registriert die magnetischen Felder. Die Interpretation dieser Daten im Rahmen der Lokali-
sierung der zugrundeliegenden Hirnaktivitit setzt die Kenntnis der elektrophysiologischen
Vorgénge im menschlichen Kérper voraus. In diesem Kapitel wird ein kurzer Uberblick
iiber die Grundlagen der Encephalogramme gegeben. Fiir eine cingehendere Beschreibung
sei auf die Literatur verwiesen ([48],[51]).

2.1 Physiologie der Nervenzelle

Das Neuron ist die strukturelle und funktionelle Einheit des Nervensystems. Ein typisches
Neuron hat einen Zellkérper (Soma), der zwei Arten von Fortsitzen hat, das Axon und
die Dendriten. Mit den Dendriten nimmt die Nervenzelle Signale von anderen Nerven auf.
Das Axon, welches am Axonhiigel des Somas entspringt, iibertrigt das Nervensignal auf
andere Nerven-, Muskel- oder Driisenzellen. Im folgenden soll nur die Reizweiterleitung zu
Nervenzellen beschrieben werden. Das Axon endet mit sogenannten Endknipfen an der
Synapse und nimmt dabei Verbindung zum Soma, zu den Dendriten oder zum Axon des
nichsten Neurons auf (siche Abbildung 2.1). An der Synapse erfolgt die Informationsiiber-
tragung iiber sogenannte Neurotransmitter auf chemischem Wege, innerhalb eines Neurons
wird Information iiber elektrische Vorginge weitergeleitet. Die Vorgiinge der elektrischen
Informationsiibertragung sollen nun beschrieben werden.

An der Membran lebender Zellen ist eine elektrische Potentialdifferenz mefbar. Dieses
sogenannte Ruhemembranpotential betrigt je nach Zelltyp 60 — 100mV (Zellinneres nega-
tiv). Die Ursache ist eine ungleiche Ionenverteilung in intrazellulirer und extrazellulirer
Fliissigkeit. Die fiir die Erregungsabldufe an Nervenzellen wichtigsten lonen, Kalium (K1),
Natrium (Nat) und Chlor (Cl7), weisen im Ruhezustand ein Konzentrationsgefille von
innen nach aulen (K*) bzw. umgekehrt (Na®™ und Cl7) auf. Folgende Phinomene tragen
dazu bei:

e Die Zellmembran ist fir K+ im Ruhezustand relativ gut durchlissig. Wegen des
hohen Konzentrationsgefilles diffundieren K*-lonen aus der Zelle, was wegen der
mitgefiihrten positiven Ladung zu einer Ladungsverzerrung fithrt. Die Membran
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Abbildung 2.1: Der Aufbau eines Neurons (aus Schaffler, Schmidt [31]). Die Pfeile geben
die Richtung der Erregungsleitung an. Hell hinterlegt die Seite, wo Information empfangen
wird, dunkel hinterlegt die Seite, wo Information fortgeleitet wird.

ist fiir Proteinanionen iiberhaupt nichi und fiir Nat nur wenig permeabel. Die-
ses Diffusionspotential steigt so lange an, bis der weitere K*-Ausstrom durch das
steigende Potential verhindert wird. Elektrische und osmotische Arbeit gleichen ein-
ander jetzt aus. Das dazugehdrige Potential ist das sog. K+-Gleichgewichtspotential,
welches ein wenig negativer als das Ruhemembranpotential ist.

e Durch aktiven Transport, d.h. unter Energieaufwand, wird laufend Na't aus der Zelle
und K+ in die Zelle "gepumpt” (Nat-K+-ATPase). Der Pumpstrom ist elektrogen.

e Die Anionen im Zellinneren sind zum GroBteil negativ geladene Proteine.

Zwei Arten der Informationsiibertragung sollen nun unterschieden werden, zunichst das
Alktionspotential und dann die fiir die weiteren Uberlegungen wichtige elektrotonische
Fortleitung.

Die Axone der Neuronen weisen zum Teil eine betrachtliche Lange auf (bis zu 1m). Ohne
einen besonderen Mechanismus wiirde ein elektrischer Reiz aufgrund des hohen Widerstan-
des der Nervenfaser schnell versiegen. So wird ein Signal in Form eines Aktionspotentials
(AP) auf dem Axon weitergeleitet. Es spielen sich folgende Vorgange ab: Durch den
Reiz wird das Ruhemembranpotential in Richtung 0 mV verringert (Depolarisation), wo-
bei bei geniigender Stirke des Reizes das sogenannte Schwellenpotential (ca. =50 mV)
erreicht wird. Uberschreiten dieses Potentialwertes fithrt zu cinem lawinenartigen An-
stieg der Nat-Leitfahigkeit und zu einem Einstrom von NaT-Ionen iiber die sogenannten
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Abbildung 2.2: Schnitt durchs Gehirn; linke und rechte Hemisphire, graue und weie
Substanz und Lage der Basalganglien (aus Schiffler, Schmidt [31]).

schnellen Nat-Kanile ins Zellinnere. Dadurch bricht das Membranpotential rasch zusam-
men (Depolarisationsphase des AP) und erreicht voriibergehend sogar positive Werte. Die
Leitfahigkeit gy,+ sinkt dann wieder, gleichzeitig steigt g+, was zum Wiederaufbau des
Ruhemembranpotentials (Repolarisationsphase) fihrt. Der Ladungsunterschied zwischen
depolarisierter und in Ruhe befindlicher Membran fiihrt lings der Faser zu einem Aus-
gleichsstrom, der angrenzende Bereich wird zur Depolarisation gebracht. Dendriten und
Somata weisen keine schnellen Nat-Kaniile auf. Die Informationsweiterleitung erfolgt hier
elektrotonisch (kabelartig), wird also nicht unterstiitzt. Mathematisch kann dieses elek-
trotonische Potential iiber die Funktion ®(z) = ®pe~*/* beschrieben werden. z bezeichne
den Abstand zum Ort der Stromapplikation, A die sogenannte Lingenkonstante, in der
sowoh| geometrische Gréflen als auch die Leitfahigkeit der Membran und des Zellinneren
zusammengefafit sind und @4 das Potential am Ort der Stromapplikation [48]. Die Summe
aller auf die Dendriten eines Neurons iibertragenen und bis zum Axonhiigel elcktrotonisch
weitergeleiteten Reize (sowohl erregende als auch hemmende) muB das Schwellenpotential
erreichen, damit ein AP ausgeldst und der Reiz nach dem sogenannten Alles- oder Nichts-
Gesetz weitergeleitet wird.

In der Synapse wird eine Erregung nur in einer Richtung {ibertragen, ndmlich vom prisyn-
aptischen zum postsynaptischen Neuron. Die Ubertragung erfolgt auf chemischem Wege
iber sogenannte Transmitterstoffe. Man unterscheidet exzitatorische postsynaptische Po-
tentiale (EPSP) und inhibitatorische postsynaptische Potentiale (IPSP). Azetylcholin als
Ubertriger fiihrt zu einer Erhdhung der postsynaptischen Nat-Leitfihigkeit und somit zu
einer Depolarisation (EPSP). Es gibt auch Transmitter (z.B. Glyzin), die die postsynap-
tische Membran durch Erhéhung der Cl™ bzw. KT-Leitfahigkeit hyperpolarisieren.
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Abbildung 2.3: Schichtenstruktur der Grofhirnrinde; links die wesentlichen Nervenzellty-
pen in den verschiedenen Schichten (Golgi-Impragnation), in der Mitte Nervenzellkorper

(Nissl-Firbung), rechts die Hauptfaserstruktur nach einem Markscheidenprdparat (aus
Schmidt, Thews [48]).

2.2 Funktionelle Histologie der Grof§hirnrinde

Das Gehirn kann anatomisch grob in drei Teile unterteilt werden, den Hirnstamm, das
Kleinhirn und das Gro8hirn. Das GroBhirn besteht aus einer linken und einer rechten
Hemisphire. Der innere Teil, die weifle Substanz, wird von der 1.3 bis 4.5mm dicken
Grofhirnrinde (cortex), der grauen Substanz, umgeben (Abbildung 2.2). Die weifle Sub-
stanz besteht iiberwiegend aus Axonen, die GroShirnrinde 135% sich als mehrschichtiges,
vielfach gefaltetes neuronales Gewebe beschreiben. Sie enthilt in etwa 1010 Neurone und
eine grofle, aber unbekannte Zahl von Gliazellen, die sowohl Stiitz- als auch Versorgungs-
funktion fiir die Neurone haben.

In der Rinde wechseln sich Schichten, die vorwiegend Zellkorper enthalten, mit solchen
ab, in denen vorwiegend Axone (Nervenfasern) verlaufen. Ein Schnitt durch die Hirn-
rinde zeigt somit ein streifiges Ausschen. Aufgrund der Zellformen unterscheidet man
typischerweise 6 Schichten:

1. Molekularschicht: Sie ist reich an Fasern, aber arm an Zellen.

2. Auflere Kérnerschicht: Hier liegen kleine Neurone unterschiedlichster Form, die
tangential zur Oberflache verlaufen.

3. AuBere Pyramidenschicht: In dieser Schicht befinden sich hauptsichlich Pyra-
midenzellen mittlerer Grofle.

4. Innere Kornerschicht: Lose angeordnete kleine Neurone unterschiedlicher Gréfle
(Sternzellen) sind durchzogen von dicht gepackten, fangential zur Oberflache ver-
laufenden Fasern.

5. Innere Pyramidenschicht: In dieser Schicht befinden sich mittlere und grofie
Pyramidenzellen, lange apicale Dendriten ziehen bis zur Molekularschicht. Die Py-
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Abbildung 2.4: Corticale Neurone, Ihre Schaltkreise und ihre afferenten und efferenten
Verbindungen. Stark vereinfachte und schematisierte Darstellung auf dem Hintergrund
der Schichtenstruktur der Hirnrinde. A Lage und Aussehen der 2 Haupttypen corticaler
Neurone. B Eingangs-Ausgangs-Beziehungen cortico-corticaler Verbindungen C Charak-
teristika thalamo-corticaler und cortico-thalamischer Verbindungen. D Synaptische Ein-
gangszonen einer Pyramidenzelle, deren Axon zu subthalamischen Hirnregionen pro Jjeziert.
E Zusammenschau der Verkniipfung corticaler Neurone (aus Schmidt, Thews [48]).

:’ﬂl ramidenzellen liegen parallel zueinander und senkrecht zur Cortexoberfléche. Diese
- Schicht besitzt eine besondere Bedeutung fiir Elektro- und Magnetoencephalogramm.
Hian

6. Spindelzellschicht: Vorwiegend spindelférmige Neurone. Der innere Anteil dieser
Schicht geht in die weille Substanz iiber.

In Abbildung 2.3 sicht man links die wesentlichen Nervenzelltypen in den verschiedenen

die Schichten, in der Mitte Nervenzellkérper und rechts die Hauptfaserstruktur nach einem
Markscheidenpriparat. Abbildung 2.4 zeigt die corticalen Neurone, ihre Schaltkreise und
Syra- ihre afferenten und efferenten Verbindungen.
58 2.3 Elektro- und Magnetoencephalogramm

Von der Kopfhaut der Schideldecke lassen sich kontinuierliche Potentialschwankungen ab-
leiten, die als Elektroencephalogramm (EEG) bezeichnet werden. Hans Berger entdeckte
zroe die Mbglichkeit, die elektrische Hirnaktivitit des Menschen zu registrieren. Er legte in den
= Py- Jahren 1929 bis 1938 die Grundlagen fiir die klinischen und experimentellen Anwendungen
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Abbildung 2.5: Aktivierter Neuronenverband im Gehirn (aus Buchner et al. [10])

dieser Methode, Seit der Entwicklung hochempfindlicher, mit flissigem Helium gekiihlter
Detektoren (SQUIDS, Superconducting QUantum Interference DeviceS) konnte im Jahre
1968 erstmals auch das magnetische Feld nachgewiesen werden.

7ahlreiche Experimente haben gezeigt, daB sich in den Encephalogrammen im wesentlichen
die postsynaptische Aktivitdt der corticalen Neurone widerspiegelt, nicht die fortgeleitete
Impulsaktivitit dieser Zellen (Aktionspotentiale) und auch nicht die Aktivitdten cortikaler
Gliazellen [48]. An der Entstehung der aufen gemessenen Felder sind hauptsichlich die
Pyramidenzellen in der 5. Schicht des Cortex beteiligt. Das Aktionspotential kann physika-
lisch als Quadrupol, das postsynaptische Potential als Stromdipol modelliert werden [60].
An der Kopfoberfliche, d.h. in der Fernzone der Quelle, werden somit hauptsichlich die
dipolinduzierten Felder gemessen.

Ein einzelnes Neuron wird diese wohl nicht erzeugen. Vielmehr werden ganze Hirnbereiche
von mehreren mm?® Volumen nahezu synchron erregt. Auf einem mm? findet man ca. 10°
Neuronen, von denen ungefihr die Hilfte Pyramidenzellen sind. Ein solcher lokaler Er-
regungsherd 188t sich iiber eine Dauer von mehreren zehn Millisekunden beobachten [60]

(Abbildung 2.5).

Das Registrieren des Elektroenzephalogramms ist ein international angewandtes Routine-
verfahren in der neurologischen Diagnostik. Die Lage der Ableitelektroden (internatio-
nales 10-20 System) und die Ableitbedingungen sind weitgehend standardisiert worden.
Moderne EEG-Gerite arbeiten mit bis zu 128 Ableitelektroden. Die Auswertung konzen-
triert sich vor allem auf Frequenz, Amplitude, Form, Verteilung und Hiufigkeit der im
EEG enthaltenen Wellen. Wegen der maximalen EEG-Amplitude von wenigen 1001V ist
es erforderlich, die Signale fiir eine weitere Auswertung um einen Faktor 10% bis 10* zu

verstarken.

Aufgrund der Uberlagerung der spontanen Akftivitat vieler unterschiedlicher Bezirke des
Cortex weist das EEG eine grofie Komplexitit auf. Dennoch ist es moglich, einige physio-
logische (gesunde) und pathologische (krankhafte) Verdnderungen im EEG zu unterschei-
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Abbildung 2.6: Hauptformen des EEG. Links die verschiedenen Wellenarten, die bei Ge-
sunden vorkommen kdnnen, rechts Beispiele fiir Krampfpotentiale, wie sie v.a. bei Epilep-
sie abgeleitet werden (aus Schmidt, Thews [48]).

den. Daraus kdnnen diagnostische Aussagen iiber zum Beispicl Wachzustand, emotionale
1 Anspannung und Hirnreifestadium, sowie auch beziiglich einiger Erkrankungen getroffen
werden. Eine genauere Analyse des Frequenzgehaltes zeigt, dafl in den EEG-Signalen ver-
schiedene bevorzugte periodische Signalanteile in einem Frequenzbereich von 0.5 bis 30Hz
mit Amplituden zwischen 10 und 150pV enthalten sind. Man teilt das Frequenzspektrum
in vier Frequenzbinder auf:

Bezeichnung  Frequenz Amplitude

6-Wellen 0.5—3Hz 100 — 150pV
J-Wellen 4—"THz 50— 100p V
a-Wellen 8 —13Hz ca. 30puV
5-Wellen 14 — 30Hz ca. 10pV

Die Potentialschwankungen werden normalerweise hauptsichlich durch den Wachheits-
grad bestimmt. Beim gesunden Erwachsenen herrscht in Ruhe und bei geschlossenen

Teiche Augen der a-Grundrhythmus vor, der occipital besonders ausgeprigt ist. Beim Offnen
2. 10° der Augen und bei anderen Sinnesreizen verschwinden die o-Wellen und es treten hoch-
er Er- frequentere 3-Wellen kleinerer Amplitude auf. Langsamere Wellenformen gréferer Am-
=n [60] plitude, wie die ¥9-Wellen und die 4-Wellen, tauchen beim Erwachsenen nur wahrend des
Schlafs auf (Abbildung 2.6, links). Wie bereits erwdhnt hat das EEG auch klinische Be-
deutung. In Abbildung 2.6 werden rechts eine Reihe von Krampfpotentialen gezeigt, wie
Jatine- sie vor allem bei Epilepsie vorkommen. Verlangsamungen und UnregelmafBigkeiten des
atio- Kurvenbildes treten bei diffusen organischen Hirnkrankheiten, nach Hirntraumen und bei
den. Stoffwechselintoxikationen (Koma) auf. Auch Tumoren fiithren hiufig zu (umschriebenen)
onzen- EEG-Verinderungen. Daneben ist zu beachten, daf Medikamente (besonders Psychophar-
der im maka) das EEG ebenfalls beeinflussen kénnen. Das Erloschen des EEG (Nullinien-EEG)
Vst wird immer mehr als Kriterium des Hirntodes benutzt.
10% zu

Das Magnetoencephalogramm (MEG) zeichnet die magnetische Aktivitdt des Gehirns auf.
Der durch speziell geformte, supraleitende MeBschleifen (Magnetometer bzw. Gradiome-
ter) tretende magnetische Fluff des Gehirns wird durch SQUIDS gemessen. Die Felder
liegen in der Grofenordnung 1072 bis 1073 Tesla (T) [60]. Das Magnetfeld der Erde
liegt zum Vergleich bei 107*T. Der Aufwand an MeBtechnik ist dementsprechend grof. Es
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Abbildung 2.7: Die 4 Anteile der Hirnrinde (frontaler, temporaler, parietaler und occipl-
taler Cortex) aus lateraler Sicht (aus Schmidt, Thews [48]).

wird in magnetisch abgeschirmten Kammern gemessen, um Storeinfliisse wie Erdmagnet-
feld und elektrische Leitungen usw. zu eliminieren. Der Vorteil dieser Methode gegentiber
dem EEG liegt im bis zu zehnfach héheren Signal-Rausch-Verhiltnis.

2.4 Evozierte Potentiale

Neben der Spontanaktivitét des Cortex treten vor allem nach psychologischen, motori-
schen und sensorischen Ereignissen charakteristische Potentialverdnderungen auf, die in
der Regel nur eine kleine Amplitude haben und deswegen mit Summationstechniken sicht-
bar gemacht werden miissen. Diejenigen elektrischen Potentialschwankungen, die sich im
zentralen Nervensystem als Antwort auf cine Reizung von Receptoren, von peripheren
Nerven, von sensorischen Bahnen oder Kernen oder von anderen sensorischen Strukturen
registrieren lassen, werden als evozierte Potentiale (EP) bezeichnet. So kénnen nach Rei-
zung peripherer somatischer Nerven oder Sensoren von den sensorischen Rindenarealen
langsame, positiv-negative Potentialschwankungen registriert werden, die als somatisch
evoziertes Potential (SEP) bezeichnet werden. Die diagnostisch-klinische Bedeutung der
Messung von EP liegt vor allem in der Uberpriifung der Intaktheit peripherer sensori-
scher und subcorticaler Leitungssysteme. Durch die inverse Analyse von EEG und MEG
soll der Ort der Verarbeitung der beschriebenen EP’s geklirt werden. Ahnlich wie das
SEP kénnen zum Beispiel auch visuell evozierte Potentiale (VEEP) registriert und diagno-
stisch verwertet werden. Die Struktur ist allerdings komplexer und variabler, da das Auge
mehr Information (Farbe, Muster, Kontrast, Leuchtdichte, usw.) aufnimmt und zu den
primiren und sekundiren Projektionsarealen weiterleitet. Zur Auslésung von VEP wer-
den in der Neurologie Schachbrett- und Streifenmuster wie auch Lichtblitze eingesetzt (zu
den Rindenarealen siehe Abbildung 2.7).
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Kapitel 3

Physikalische Modellierung

Dieses Kapitel befafit sich mit der physikalischen Modellierung der neurophysiologischen

occipi- Vorginge im Gehirn. Die postsynaptischen elektrotonen lonenstréme im leitfihigen Ge-
webe fiithren zur Ausbildung eines elektrischen und eines magnetischen Feldes. Es soll
hier ein Uberblick geliefert werden, wie sich die Quellen und die Ausbreitung dieser Felder
mathematisch-physikalisch fassen lassen.

agnet-

il Das Phinomen der Feldausbreitung wird zunachst als zeitabhingig betrachtet, man ge-
langt in die Theorie der Elektrodynamik. Es wird sich zeigen, dafi diese Abhéngigkeit
vernachliissigt werden kann (Plonsey und Heppner [42]), d.h. zeitliche Anderungen der
Felder verlaufen iiberall im biologischen Volumenleiter hahezu synchron. Verschiedene
Zeitpunkte konnen demnach véllig unabhéngig voneinander betrachtet werden.

notork-

die in 3.1 Quasistatische Ndherung

1 sicht-

sich im Die Herleitung der quasistatischen N&herung erfolgt fiir einen unendlich ausgedehnten,

pheren homogenen und isotropen Volumenleiter. Es soll damit der Einflufl der zeitlichen Ande-

Zturen rung der elektromagnetischen Felder auf ihre Ausbreitung untersucht werden, nicht deren

~h Rei- Abhingigkeit vom Volumenleiler. Somit stellt diese Vereinfachung fiir die folgenden Uber-

arealen legungen keine Einschrinkung dar.

matisch

ing der Die Grundgleichungen, die zur Beschreibung elektromagnetischer Phanomene zur Verfii-

2NSOTi- gung stehen, sind die vier Maxwellgleichungen (zur Bedeutung der Bezeichnungen siehe

i MEG Index):

vie das

i:_agno- vV-D = o (C’oulomb)

s Auge VxE = -0:B (Fuaraday)

=1 den VxH = j+8.D

P wer-

Sy vVv-B = 0

eIl {ZU

Fiir eine vollstindige Beschreibung werden noch Materialgleichungen bendtigt. Da sich
biologisches Gewebe im Wesentlichen wie ein Elektrolyt verhilt, werden deshalb folgende
Gleichungen verwendet (Plonsey [41]):

D = ¢k
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Bezeichnung | Schicht [ o [1/{Q-mm}] |
& Gehirn | 0.336-107°

29 Liquor 0.1-1072

Qs Knochen | 0.42-107°

Q4 Kopthaut | 0.336- 10—

Tabelle 3.1: Leitfahigkeiten der verschiedenen Schichten

B = ppeH
Die Stromdichte j kann als Summe aus durch die Quellen erzeugter Primarstromdichte j, 3"'
und der durch Riickfliisse im Volumen hervorgerufenen Volumenstromdichte ¢ E definiert -
werden [21]: y |
j=Jp+oE (3.1) -
-
Es konnen nun Potentiale ® und A eingefiihrt werden (Nolting [36]}, so daB sich
B = VxA
E = -V?&-0A
schreiben 148t.
Aus der dritten Maxwellgleichung ergibt sich
V x H = ¢E + ecE + j,.
Wenn man auf beide Seiten dieser Gleichung die Divergenz anwendet (V- (V x H) = 0) und e
unter der Annahme, daff die Vektorfelder von der Zeit harmonisch (V(x,1) = V(x)e™?)
abhingen (Materialeigenschaften linear, siehe Plonsey [41], Pesch [40}), erhdlt man die
verallgemeinerte Poissongleichung in harmonischer Formulierung:
L
V- [(0+ iweeg) (VP + iwA)| = V - j,. (3.2) "

Hier bezeichne w die Kreisfrequenz.
Zu den elektrischen Eigenschaften biologischer Gewebe kénnen folgende Aussagen gemacht
werden:

e Die bei bioelektrischen Quellen am hiufigsten auftretenden Frequenzen liegen bei
f < 1kHz. Dies liegt daran, da die Dauer eines Aktionspotentials in der Groflen- 4
ordnung von 1ms liegt [41].

e Der Kopf kann durch einen schichtweise homogenen Leiter modelliert werden. Fiir
gewdhnlich werden drei bzw. vier (mit Liquor) Schichten verwendet, deren Leitfihig-
keiten in Tabelle 3.1 dargestellt sind. Bei den angegebenen Werten handelt es sich
lediglich nm Niherungen. Die das Hirn versorgenden Blutgefifie zum Beispiel wei-
sen eine hohere Leitfahigkeit auf als das sie umgebende Gewebe. Eine genauere
Bestimmung der Leitfdhigkeiten im Hirn ist schwierig und stellt mathematisch mo-
delliert ein fiir sich inverses Problem dar. Postmortal dndern sich die Leitfihigkei-
ten schnell, so da gemessene Werte wiederum nur grobe Niherungen darstellen.
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Die Empfindlichkeit der inversen Quellsuche auf Leitfahigkeitsinderungen im FE-
Kopfmodell wurde untersucht (Pohlmeier et al. [45]). Leitfdhigkeitsinderungen der
Knochenschicht um ca. 30% haben kaum Auswirkungen auf das Ergebnis der inver-
sen Quellsuche.

Fiir die Abschdtzungen in diesein Kapitel wird mit einer Leitfihigkeit von ¢ =
0.2-10731/[Q - mm)] gerechnet.

e Die magnetischen Eigenschaften von biologischem Gewebe konnen vernachlissigt
werden, so daB fiir die Permeabilitét uug die des Vakuums (=1, po = 41:‘10“71—;
eingesetzt werden kann.

Kapazitive Effekte:

Der Term (o +iweeg) in Gleichung (2) beschreibt die Leiteigenschaften des Volumenleiters.
Der Anteil iweeg resultiert aus Verschiebungsstromen. Zum Vergleich der beiden Anteile
(3.1) wird nun der Quotient “*® betrachtet. In der folgenden Tabelle sind Werte fiir verschie-
' dene Frequenzen aufgelistet (Schwan et al. [49]):

chie j,
Ziniert

weep /o
Gewebe I TT00R: |/1kHz [T0KHz
Lunge 0.15 | 0.025 | 0.05 | 0.14
Fett 0.01 0.03 | 0.15
Leber 0.2 0.035 | 0.06 | 0.2
Herzmuskel | 0.1 0.04 0.15 | 0.32

Ein biologischer Volumenleiter kann in guter Naherung als ohmsch angesehen werden [49].

0) und
E 6{41)
an die
Ausbreitungseffekt:
(3.2) Die Potentiale lassen sich bestimmen ( Pesch [40],[41]):
. i(wt—kR)
hlx) = E8 f (e dy
macht od R
311 " t) ~ 1 f R (jp(y))ei{wt—kR}d
ixH = 47 (0 + iweegg) R 4
en bei
r58en- Hier ist & die komplexe Wellenzahl
. 1WEcy
k=~ (1 ) o
. Fiar Ha g o
:j;i und R der Abstand des Mefipunktes zur Quelle. Skalares Potential & und Vektorpotential
3 ;:éi~ A hingen vom Phasenfaktor ¢*(“*=#1) ab. Dieser Faktor beschreibt die Ausbreitung der
;-a'-lnre Wellenfront. Das bedeutet, daB die elektromagnetischen Felder einer zeitlichen Verdnde-
3 z};o- rung der Quellen mit einer Verzdgerung folgen, die vom Abstand R zum Ort der Quel-
:,J,z_.ei_ len abhingt. Unter Beriicksichtigung dieses Effektes ist es sehr schwer, die bei einem

Sollesi EEG gemessene Potentialverteilung zu deuten. Schliefilich trifft die Information iiber die
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Verinderung der elektrischen Aktivitat einer Quelle an den unterschiedlichen Ableitelek-
troden zu verschiedenen Zeitpunkten ein.

Fiir R kann ein Wert von Ry = 0.5m angenommen werden. Durch Einsetzen der oben
genannten Zahlenwerte erhilt man ({40],[41]) '

(k - Ripaz) = 0.0063(1 — 7).

Der Faktor e~**F kann also mit einem Fehler von weniger als 1% vernichlassigt werden.
Die Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Felder im biologischen Gewebe ist
also so groB, daB sich zeitliche Anderungen fiberall im Volumenleiter gleichzeitig bemerk-
bar machen.

Induktionseffekte:
Der Term (V@ - iwA) in Gleichung (2) besagt, daf sich das elektrische Feld E nicht nur
aus einem skalaren Potential ® ableitet, sondern ein Teil durch ein zeitlich veréinderliches
Vektorpotential A induziert wird. Es kann gezeigt werden ([40], [41]), dafl

lwA| 2

= kRl
so daB mit einem Fehler in der Gréfenordnung 10~ ein induktiver Effekt vernachlissigt

werden kann.

Randbedingungen:
Da die Gesamtstromdichte j insgesamt quellenfrei ist (0 =V -(VxH) =V -j), muB die
Normalkomponente von j an der Grenzfliche stetig sein:

ok, = GE,

Bezeichnet & die Leitfihigkeit der Luft (& ~ 0), dann folgt £, = 0 ([40],[41]). Die Feldli-
nien des elektrischen Feldes laufen also nahe der Kopfhautoberfliche parallel zu ihr.

Zusammenfassung:

Die Abschitzung einzelner Effekte, die mit zeitlich verianderlichen Quellen verbunden
sind, hat gezeigt, daf§ die quasistatische Ndherung im betrachteten Frequenzbereich in
biologischem Gewebe ein sinnvolles Modell darstellt. Zusammenfassend erhidlt man in der
quasistatischen Formulierung:

V-(cV®)=V-J (3.3)
Das elektrische Feld kann iiber
E=-V®
berechnet werden. Mit der Randbedingung an Grenzflichen
0B, =6E, (3.4)

158t sich die Berechnung der Potentialverteilung auch auf inhomogene Volumenleiter aus-
dehnen. Die Folge der Giiltigkeit der quasistatischen Formulierung ist, daf man auch
bei zeitlich versnderlicher elektrischer Aktivitét jeden Zeitpunkt fiir sich betrachien kann.
Man kann also eine Reihe von ,Momentaufnahmen® der Potentialverteilung machen und
diese dann getrennt voneinander analysieren.
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3.2 Modellierung des Volumenleiters

a;=0
_H““‘m\\_
Gy =0,=0, N
(T =0,
_— >
Y\ Knochen /
Kopfhaut

Abbildung 3.1: Dreischichtmodell des Volumenleiters.

Das Mehrschalen- oder Mehrschichtmodell beschreibt den Kopf als schichtweise homo-
genen Leiter. Als Schichten bieten sich Hirn, Liquor, Knochen und Kopfhaut an. Im
Dreischichtmodell wird auf den Liquor verzichtet (Abbildung 3.1). Die i.te Schicht Q;
wird von der inneren Oberflache I';_; und der dufieren Oberfliche I'; begrenzt. Das Hirn
besitzt nur eine dufere Grenzfliche I} (Cortexoberflache). Die Leitfihigkeit o; jeder
einzelnen Schicht wird als konstant angenommen (Tabelle 3.1). Im weiteren werden die
Bezeichnungen o}t | = o; = o verwendet.

3.3 Modellierung der Primérstromdichte

Physiologisch sinnvoll ist die Modellierung eines aktivierten Neuronenverbands {iber einen
Zylinder um einen Vektor a (siehe Abbildung 3.2). Die Primirstromdichte j, ist parallel
zu a ausgerichtet und besitzt innerhalb des Zylinders konstante Amplitude, aufierhalb ist
sie Null. An den Grundfléichen des Zylinders wird ein Strom I eingeleitet bzw. ausgeleitet.
Der Vektor a ist von der stromausleitenden zur stromeinleitenden Grundfliiche gerichtet
(Fender [15], Nunez [37], Wieringa [60], Okada [38]). Bezeichne Qzy; den Zylinder und
|Q7,1| das Zylindervolumen des aktivierten Neuronenverbands und sei

1, Vx € Qza
§(x) = ! = b
(X) ( 0, vx é QZY'
Es ergibt sich als Modell fiir einen aktivierten Neuronenverband der sogenannte physika-

lische Dipol
d(x)

1Qzy1|

Jp(x) =—Ia (3.5)
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Abbildung 3.2: Modell des physikalischen Dipols.

Wird der Radius des Zylinders immer kleiner, so nihert sich der physikalische Dipol einer
aus zwei Monopolen bestehenden Quellanordnung, einer Senke und einer Quelle, die einen
sehr geringen Abstand |a] voneinander haben. Die Feldverteilung eines solchen Modells
verhilt sich in der Fernzone wie ein reines Dipolfeld, wie iiber eine Taylorentwicklung
gezeigt werden kann (Nolting [36], Seite 88). Mit dem Grenziibergang

M := lim Ja

|a]—=0
ergibt sich das iiblicherweise in der Literatur benutzte Modell des Stromdipols

Jp = Mix, (3.6)

(Hzmaldinen [21], llmoniemi [25], Okada [38]). xo ist hier der Ort der Quelleinspeisung,
die Amplitude wird iiber eine Dirac-Delta-Distribution (stetiges lineares Funktional auf

D(S2), Jantscher [26]) modelliert.
Die neuronalen Grundlagen von evozierten Magnetfeldern wurden anhand eines isolierten

Schildkrétengehirns studiert (Okada [38]). Aus diesen Messungen wurde deutlich, dafl das
Feld bereits in einer Entfernung der Grofle der aktivierten Hirnregion als dipolar anzusehen
ist. Eine synchrone Aktivitdt in 1mm? Nervengewebe fiihrte auf ein magnetisches Feld

von 0.1-10712T=0.1pT.
Es sei angemerkt, daf die Primirstromdichte im Hirn sicherlich eine beschrinkte Ampli-

tude besitzt und auch die Annabme einer Quelleinleitung in nur einem Punkte lediglich
eine Hilfsvorstellung ist, die aber im Hinblick auf die in der Fernzone betrachtete Feldver-

teilung sinnvoll ist.

3.4 Berechnung des magnetischen Flusses

In der quasistatischen Naherung lautet die dritte Maxwellgleichung
V x B = woj-

Mit Hilfe der Coulomb-Eichung (V - A = 0) erhilt man die Grundaufgabe der Magneto-
statik

].&(}j:VXEb:V‘X(VXA):V(V'A}—AA
=0

B




RUNG 3.4. BERECHNUNG DES MAGNETISCHEN FLUSSES 19

und damit

_ e [ iy) _ ko [o(y)VEe(y)—Jp(y)
A(XJ_47rf|x—y|dy+c_ 47&'! |x — ¥| e

Q
Twer magnetische Flufi ¥ durch eine Leiterschleife T berechnet sich iiber das Integral der
waznetischen Induktion {iber eine von der Leiterschleife aulgespannie Fliche /' und mit
~=m Satz von Stokes iiber das Integral des magnetischen Vektorpotentials entlang der
Leiterschleile

W:!B-dF:jA-dx. (3.7)

Ist also die Potentialverteilung im Volumenleiter bekannt (Losung des direkten Problems
iber die Methode der finiten Elemente), kann der magnetische Flu8 durch eine MEG-
Leiterschleife berechnet werden.

Modelliert man den Volumenleiter {iber das Mehrschichtmodell und ist die Potentialver-
teilung nur auf den Grenzschichten bekannt (Losung des direkten Problems iiber die BE-

:.iiner Methode), kann die magnetische Induktion B(x) fiir einen Punkt x auflerhalb des Volu-
:iin_ menleiters wie im folgenden beschrieben berechnet werden. Startpunkt ist das Gesetz von
e Biot-Savart
e BG) =50 [ 50)x Vet
~am St N
welches die dritte und vierte Maxwellgleichung erfiillt. Mit Gleichung (1) und E = —oV®
wird aus dieser Gleichung
2 6) J{},D P 1
(3.6 B(x) = By(x) — — cr-f Vo X V d
( ] 0( ] 471_; 7 SIJ' (Y) ]X""}f| Y
.Smg,f mit ” -
4l au 0 sy
= L5 dy.
Bo(x) dar f -].P( ) [x ylz ¥
LE: R Es gilt (Bronstein [6], 5.574)
23 das
asehen 1 1 )
et v 3.8
E s vq>(y)xle_y| V x (@(y) P— (3.8)

und fiir ein im Gebiet & mit geschlossener Berandung I' stetiges Vektorfeld u mit stetigen
s beschrinkten ersten partiellen Ableitungen die Folgerung des GauBschen Satzes (Bron-
ldver- :

stein [6], S.579)

[ vxuly)ay == [ u(y) x niy)ar. 5.9

Mit n sei die GuBere Normale der Oberfliche I' bezeichnet. Das Vektorfeld ®(y)V iy
ist fiir x ¢ © im ganzen Gebiet geniigend glatt und beschrankt, so daf

: 1 (8),(9)
s Vo X V—d =
; & \/QJ' (y) |X - YI Y

P B 1 )
=Yo7 ~ o) [ 8 Vg X )

J=1
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Abbildung 3.3: Position der Mefiabnehmer bei EEG und MEG (aus Buchner et al. [10]).

gilt. Zur Berechnung der magnetischen Induktion erhilt man die Formel von Geselowitz

P e
B(x) = Bo(x) + %)E (07 —oF) fri <1>(y)|?_—;’l~?T % 0y (y)dly- (3.10)

1=1

3.5 Einfluf radialer Quellen auf die magnetische Induktion

Ist der Volumenleiter kugelsymmetrisch Q = ©, konnen analytische Formeln zur Berech-
nung der magnetischen Induktion hergeleitet werden (Ilmoniemi [25], Mamé&ldinen [21]).
Fs ist einfach zu sehen, daB die Anteile der Volumenstrome in der Kugelgeometrie keinen
EinfluB auf die radiale Feldkomponente B, haben, denn mit B, = B(r)-lfyl und

(r-r’)><n(r’)%=(r-r’)x LA

e Irf
{511t der Volumenstromanteil in Gleichung (10) weg und man erhalt

Ho v g r—rv r
Bt e y
dm /&a’p[r) =P 1r|d" (3-11)

Da auBerhalb des Volumenleiters V x B = 0 gilt, kann die magnetische Induktion iiber
ein magnetisches skalares Potential U/ dargestellt werden: B = —poVU. Das Potential
U ist eine harmonische Funktion (0 = V - B = poAU). U ist eindeutig bestimmt iiber
die Normalableitung B, auf der Kugeloberfliche und die Bedingung U(r) 22 0. Ist der
eingcleitete Primdrstrom radial, folgt aus Gleichung (11) B, = 0, somit ist das skalare
Potential identisch 0 und damit auch die magnetische Induktion. Da die Geometrie des
Kopfes in erster Niherung durch eine Kugelgeometrie beschrieben wird, kann in bezug auf
die Messung der magnetischen Induktion am Kopf (MEG) davon ausgegangen werden,
daB radiale Quellen einen sehr geringen Beitrag zum magnetischen Fluf liefern.

3.6 Kombinierte Erfassung von EEG und MEG

Die Beschaffenheit des quellinduzierten elektrischen Feldes unterscheidet sich von der Be-
schaffenheit des magnetischen Feldes bei Betrachtung derselben Quellverteilung.
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Wie in Unterkapitel 3.5 beschrieben erzeugen radiale Quellen ein kaum mefibares magne-
tisches Feld, im elektrischen Potential ® spiegeln sie sich aber wieder.
Die Leitfahigkeiten der einzelnen Schichten des Kopfmodells sind bis heute nur appro-
ximativ bekannt. Die schlecht leitende Knochenschicht hat aber auf die Verteilung des
elektrischen Potentials an der Kopfoberfliche grofien EinfluBl. Es ergibt sich im realisti-
schen Kopfmodell im Vergleich zum homogenen Kugelmodell mit Leitfihigkeit Kopfhaut
eine abgeschwichte und breitere Verteilung des Potentials. Betrachtet man den Volumen-
stromanteil in Formel (10) zur Berechnung der magnetischen Induktion, so sicht man, daf
die Potentialwerte innerhalb der Knochenschicht den entscheidenden Beitrag zur aufien ge-
messenen magnetischen Induktion leisten. Im magnetischen Fall haben die Leitfihigkeiten
- [10)). der einzelnen Schichten nur die Funktion von Wichtungsfaktoren. Der auflen gemessene
magnetische Flufl wird weniger stark durch die Knochenleitfahigkeit beeintrichtigt.

Aus diesen Uberlegungen wird deutlich, da8 eine kombinierte Erfassung und Auswertung
der EEG- und MEG-Signale anzustreben ist. In Abbildung 3.3 werden die Positionen
der Ableitelektroden (EEG) und der Detektoren zur Messung des magnetischen Flusses
(3-10) (MEG) dargestells.

Towitz
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Kapitel 4

Die Methode der finiten Elemente

In der quasistatischen Formulierung wird die Potentialverteilung fiir das p-Schichtmodell
liber die partielle Differentialgleichung

V- [o(x)VE(x)]| =V - ju(x) =: Jp(x) (4.1)

von elliptischem Typ mit den Ubergangsbedingungen

_8 L. +a + - ’
o] %¢> = g 8_73@ ¥i=Tyunp—1 (4.2)

und den Neumann-Randbedingungen an der Kopfoberfliche
a2

%E i =0 (4.3)

beschrieben. Im weiteren soll die Existenz und die Eindeutigkeit des in die Variationsfor-
mulierung {iberfiihrten Problems gezeigt werden. Uber die Methode der finiten Elemente
kann das Variationsproblem dann auf einem Volumengitter des Kopfes approximativ geldst
werden.

4.1 Variationsformulierung, Existenz und Eindeutigkeit ei-
ner schwachen Losung
Fiir weitere Uberlegungen wird der Funktionenraum L,(f2) bendtigt. Dieser Raum besteht

aus allen Funktionen, deren Quadrat innerhalb des Volumenleiters Lebesque-integrierbar
ist. Durch das Skalarprodukt

(2, v) p240) = (¥, v)0 = f u(x)v(x)dQ
Q

wird Lo(2) zu einem Hilbertraum mit der Norm

lullo == 1/ (u, u)o-

Es sei im weiteren davon ausgegangen, daff die Quelleinleitung iiber den physikalischen
Stromdipol (3.5) modelliert wird, so daff die Stromquelldichte J, im Raum L;(£2) liegt.
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Definition 4.1.1 (Klassische Losung) ® heifit klassische Lésung der Randwertaufgabe
(1), (3), falls ® € C*(Q)NC? (Q) diese Gleichungen punktweise erfillt.

Gleichung (1) 18t sich nur unter der Bedingung o(x) € C'(Q) im klassischen Sinne verste-
hen (Einschichtmodell). Beim p-Schichtmodell sind die Leitfahigkeiten auf den einzelnen
Schichten konstant, es gilt aber o; # o441 (Vi = 1,...,p —1). Physikalisch sinnvoll sind
die Voraussetzungen, daB das gesuchte Potential eine stetige Funktion im Volumenleiter

o) (4.4)

darstellt und innerhalb der homogen leitenden Schichten stetig differenzierbar ist

B ECMR) Y=Ll (4.5)

Fiir dieses Modell ist die Variationsformulierung anzuwenden. Man sucht eine schwache
Losung im Sobolevraum H() (Definition 4.1.3). Im folgenden soll die theoretische
Grundlage fiir die Existenz und Eindeutigkeit einer physikalisch sinnvollen, schwachen
Losung des vorgestellten Problems geliefert werden.

Definition 4.1.2 (Schwache Ableitung) ® ¢ L*(§) besitzt die schwache Ableitung
v = 0%, fallsv € L*(Q) und

(1, v)o := (—1)1*(8%u, ®)o  Vu € C5°(Q)
gilt.

Definition 4.1.3 (Sobolevraume) Fiir ganzzahligesm > 0 bezeichne H™ () die Menge
aller Funktionen ® in L*(Q), die schwache Ableitungen 8% fiir alle | @ |< m besitzen. In
H™(Q) wird durch

(®,0)grmiay = (&, 0)m == Y (8°®,8%)o

jal<m

ein Skalarproduki mit zugehdriger Norm

(1@ = 1/ (@, @)m

erkldrt. Daneben ist die Seminorm

[®lm = [ > |

fa]=m

>0l

von Bedeutung.

Mit der Norm || - || ist H™(Q) vollstindig und damit ein Hilbertraum.

Definition 4.1.4 (Kegelbedingung) © C R" sei of fen und habe einen stiickweise glat-
tenn Rand. Q erfilli die Kegelbedingung, falls die Innenwinkel an den Ecken positiv sind
und man einen Kegel mil positivem Scheitelwinkel so in Q) verschieben kann, dafi er die
Ecken berihrt.

S e ass
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il Satz 4.1.1 (Variante der Friedrichsschen Ungleichung) Sei(Q ein sternférmiges Ge-

E biet mit Rauminhalt 4(Q), das in einem Wirfel mit Kanienlinge s enthalien ist. Dann
st

- 19]lo < [Blu(@) "/ +25|0]) Ve € H}(Q)

‘nen mit

sind

3= fﬂ B(x)dQ/ u(Q).

1.4) Beweis: Braess [5], 1.14

Es soll nun gezeigt werden, wie das Ausgangsproblem (1) mit Neumann-Randbedingungen
(3) in ein Variationsproblem iiberfiihrt werden kann. In dieser Formulierung ist dann der
Nachweis einer eindeutig existierenden schwachen Lésung moglich.

fi
n
o

Satz 4.1.2 (Charakterisierungssatz) Sei V' ein linearer Raum und ¢ : V. XV =+ R
eine symmetrische und positive Bilinearform, d.h.

wache a(®,®)>0VP eV, & #£0,
iische
et Ferner sei l : V — R ein lincares Funktional. Die Gréfe

1
Var(v) = §a(v, v)—< Lv>
eitung
nimmt in 'V ihr eindeutiges Minimum genau dann in ® an, wenn
a(®,v)=<Lv> YveV
gilt.

Menge Beweis: Braess [5], Satz 2.2

en. In
Es soll nun die Bilinearform @ und das Funktional { fiir diese Anwendung formuliert werden:
a(®,v) = / o(V®) - (Vv)dQ
2

) =< vy = prde
Q
(4.6)

Definition 4.1.5 (Stetige Bilinearform) Sei II ein Hilbertraum. Fine Bilinearform
a: H x H— R heifit stetig, wenn es ein C > 0 gibi, so daff

(2, v)| < ClI®|xllollr YO,ve H

Die Stetigkeit der Bilinearform ¢ aus (6) auf H*(Q) x H'(Q) 16t sich unter Zuhilfenahme
-ize glat- der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung nachweisen:

—‘:‘ . 3
2 er die la(®@,v)] = |Zf o 0;®;vd|
i=1 /8
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|

& ||~Gf||L-=o(mE/ﬂl@’s‘‘3"?‘5‘{'0|dQ
=1

G 3 1/2

2 ol [ [ (8:3)%dQ f (E:?gv)zdﬂ}
| o Q

< dlo]lpeoey|®lilvh

< dlollpeoyl| @]l |vllL

Definition 4.1.6 (H-Elliptizitdt) Eine symmetrische, stetige Bilinearform a heifit H-
elliptisch, wenn mit einem a > 0 gili:

a(®,®) > of|®||;; VO e H

Satz 4.1.3 (Lax-Milgram) SeiV eine abgeschlossene, konveze Menge in einem Hilber-
traum H und a : V. x V — R eine elliptische Bilinearform. Fir jedes I € V' hat das

Variationsproblem X
Var(v) := §a(v,v]- < l,v >— min! (4.7)

genau eine Ldsung in V.

Beweis: Braess [5], Satz 2.5

Zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit werden folgende Unterrdume bendtigt:

CHlass . {veC"’(Q)ﬂCI(ﬁj,fmdﬂzo}
QO

HY {vEHl(Q),fﬂdezO}

Elliptizitit der Bilinearform a ergibt sich auf dem Unterraum Hj; von H'(£2) mit s und
® aus der Variante der Friedrichsschen Ungleichung 4.1.1, denn mit § = Elin }{J,—} gilt
1'6 e

a(®,®) > P2}

g
= el asief)

i +ﬁ432 (112 + {|@In()!/? +252]:1}7)

B ;
m(@ﬁ*P 1®113)

g
—E ol

=0

Ve

Das Funktional [ in (6) ist auf H*(2) beschrankt, denn
|i(v)]

vert@) |1l

Bk
el gy -

_" W™ 5

T e vy

sy ]
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eiffit H-

t s und
7: 1 gilt
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< - Jo |Ipv|dS2
vEH () ”U”Hl(m
oo Ualh)ao Jo)2d0]"?
- veH1(Q) o] 1)
TLeLA(Q)
< 9]

und damit gilt ebenfalls [ € (Hf;)'.

Satz 4.1.4 (Spursatz) Das Gebiet Q set beschrinkt und erfille die Kegelbedingung, T
sei stickwese glatter Rand. Dann gibt es eine beschrdinkte, lineare Abbildung

v HY Q) — LX), |[7(®)llor < cllvllie
so daf y(v) = vl fir alle v € CYQ) gilt.

Beweis: Braess [5], Satz 3.1

Aus dem Spursatz folgt, dafi auch fiir eine Neumann-Bedingung %fb =g mit g € L*(T)
das Funktional [(v) := [ J,vdQ+ [ gvdl fiir alle v € H'(Q) wohldefiniert und beschrinkt
ist.

Aus dem Beweis des Spursatzes wird zudem ersichtlich, daf die erste Greensche Formel
auch fiir Funktionen »,v € H'(Q) gilt [5]:

] 00;udQ = — f Ui 0d + / vun;dl (4.8)
9] o r

Hier bezeichne n; die i-te Komponente der dufleren Normalen n an I'.

Satz 4.1.5 (Kompatibilitdtsbedingung) ) sei Normalgebiei. Die Gleichung (1) mat
der Neumann-Randbedingung (8) ist genau dann lésbar, wenn

f Jp(%)dQ, = 0.
a
Fzistiert eine Losung ®, so ist auch ® + const eine Lésung.

Beweis: Anwendung der Greenschen Formel (8), Braess [5], Seite 45/46 und Hack-
busch [17], Beispiel 7.4.8

Fiir das Primirstromdichtemodell (5) gilt, falls S{Qz,:) die Oberfldche von Q7 bezeichne

/ I(x)dQ = f J, (x)ds 52 f jp(x) - T
o Qg S5(2z41)
i

. < / £ alx);nx] > dlM =0,
Izl

Zyl

denn auf dem Zylindermantel ist < a, n >= 0 und die Integrale iiber die beiden Stirnfldchen
eliminieren sich. Mit diesen Voraussetzungen lassen sich nun folgende Sitze beweisen:



28 KAPITEL 4. DIE METHODE DER FINITEN ELEMENTE

Satz 4.1.6 (Existenz und Eindeutigkeit) Das Gebict Q) sei beschrinkt und erfille die

Kegelbedingung, T' sei sitickweise glatter Rand. Dann Lat die Variationsaufgabe (7) genau
eine Losung ® € Hf;.

Beweis: Da a eine Hy-elliptische Bilinearform ist und [ € (HE)!, folgt die Existenz einer
eindeutigen Lésung @ ¢ HY; aus dem Satz von Lax-Milgram. Insbesondere ist ® durch

a(®,v)=<lv> YveHj (4.9)

charakterisiert (Charakterisierungssatz). Wegen der Kompatibilititsbedingung gilt Glei-
chung (9) auch fiir v = const und damit fiir alle v € H'(S).

q.e.d.

Satz 4.1.7 Das Gebiet Q sei beschrinkt und erfiille die Kegelbedingung, I' sei stiickweise
glatter Rand. Die Lésung der Variationsaufgabe (7) ist genau dann in C{“}“” enthalten,
wenn cine klassische Lésung der Aufgabe (1) mit Randbedingung (3) existiert (Einschicht-
modell). Die beiden Lésungen sind dann identisch.

Beweis: (Braess [5], Satz 3.2)

Satz 4.1.8 Sei o(x) € CH(), Vi=1,...,p. Erfillt die schwache Losung ® des Varia-
tionsproblems (7) in Q die Vorausselzungen (4) und (5), so st sie klassische Losung der

P -

Dif ferentialgleichung (1) in \J . Auflerdem erfiillt sie neben den Ubergangsbedingung
i=1

(2) die Neumann-Randbedingung (3)-

Beweis: Partielle Integration der Bilinearform a in (6), (Hackbusch [17], Unterkapitel
10.1.1)

Korollar 4.1.1 Sind die Leitfahigkeiten unstetig, so gehort die Losung @ der Gleichung
(7) im allgemeinen nicht zu C?(2), sondern hat unstetige Ableittungen auf den Grenzflichen
I; Vi = 1,...,p. Lediglich die Tangentialableitungen entlang der Grenzfldchen kénnen
stetig sein.

Beweis: Hackbusch [17], Unterkapitel 10.1.1

4.2 Ritz-Galerkin-Verfahren
Folgendes Problem ist gegeben: Suche ® € V, so daB
a(®,v)=1v) YveV. (4.10)

Fiir die numerische Losung bietet sich an, einen endlichdimensionalen Teilraum V,, C V
mit der Dimension dimV, = n zu wéhlen. V sei durch die Basis hy,...,hy erzeugt,
d.h. V, = span{hi,- .., hn}. Man versucht die Losung @ auf diesem Raum moglichst gut
zu approximieren und macht den Ansatz nach Ritz-Galerkin:

Suche ®" € V,, so daf

a(®,v) =1(v) Yv€Va (4.11)
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Fiir jeden Koeffizientenvektor ® = (®1,...,®,)" definiere man P : R™ — V, mit
3" =P :=y ;b
=1

Bemerkung 4.2.1 P st ein Isomorphismus zwischen R™ und V,,. Die inverse Abbildung
P~1:V, =5 R ist somit auf V,, wohldef iniert.

Das diskretisierte Variationsproblem (11} kann in ein Gleichungssystem

AP =b (4.12)
mit
g = a(hg,hj] Vi<i,j&n
b = k) YVi1<e<n

iiberfithrt werden.

4.2.1 Fehlerabschiatzungen

Satz 4.2.1 [5] Die Bilinearform a sei V-elliptisch mit der Ellipliziidtskonstanien o aus
Definition 4.1.6. Dann gilt unabhingig von der Wahl des Unterraums V,, von V fiir die
Lésung ®™ des diskretisierten Variationsproblems (11)

1
@ﬂ- L < = Z 1 L
12" lr(2) < ey
Beweis: Aus der V-Elliptizitit von a ergibt sich
o||2" ||y < (@, 2") = 1(Q") =< 1, 2" >< |||z ayl1®" |z (o)
woraus die Behauptung folgt.
q.e.d.

Satz 4.2.2 (Céa) [5] Die Bilinearform a sei V-elliptisch. Ferner seien ® bzw. ®" die
Lésungen der Variationsaufgaben (10) in'V bzw. (11) in V.. Denn ist

L
[|@ - 2"} < ;;;gﬂllq’— vl

Beweis: Es ist
a(®,v) = l{v) YweV
a(®",v) = I(v) Vve V.

Wegen V,, C V folgt a(® — ®",v) =0 Yv € V. Sei o™ € V,. Mit v = v™ — @" folgt
a(® — d" ¢™ — &™) = 0 und damit

a|d — |2 < a(®- 3", - D)
= a(®—@",d—v") +a(®— ", 0" - ")
=0
£ Olje—8M1 i@~ 9" q.e.d.
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Die Wahl des Unterraums ist somit fiir die numerische Methode entscheidend. Je niber

die Losung ® am Unterraum V), liegt, desto kleiner ist auch der Diskretisierungsfehler.
Hier soll noch folgender Satz zitiert werden:

Satz 4.2.3 V; =V, CV (i € N) sei eine Folge von Unterriumen mit

lim d(®,V;))=0 VdeV. (4.13)

T—3CO
a sei eine stetige und V-elliplische Bilinearform. Dann konvergicrt die Rilz-Galerkin-
Lésung @' := ©™ gegen ®: ‘
1@ — @ |1y == 0.
Hinreichend fir (13) ist

VicVaC...CV, | JV; dicht in V.

=1

Beweis: Hackbusch [17], Satz 8.2.2 und Lemma 6.5.7

4.2.2 Finite Elemente

Zur numerischen Realisierung wird der Volumenleiter € in kleine Volumenelemente T3, 1 <

i < t, die sogenannten finiten Elemente, zerlegt. An das Volumennetz werden folgende
Bedingungen gestellt:

Definition 4.2.1 r := {T},..., 7%} heifit eine zuldssige Triangulation von Q, falls die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. Die T; sind offene Tetraeder.
9. Die T; sind disjunkt, d.h. T; O\T; =0 fir i & j.
3. UZ =0

4. Firi# j ist T; T entweder
e [ecer oder
e eine gemeinsame Fcke oder
e eine gemeinsame Seite oder
e eine gemeinsame Kante.

Als Unterraum W, C H*(Q) kann als ein Beispiel der Unterraum der stiickweise linearen
Funktionen gewidhlt werden:

W, = {® € C°(Q); ® linear auf jedem Tetraeder T;} (4.14)

Als Basis ergeben sich dann die Hutfunktionen h; (1 < i < n) mit hi(x!) =1, hi(x¥) =0
W2 2 7). Der Triiger von %; besteht aus alen Tetraedern, de ¥* als Rekpunkt besitzen.

Die Dimension » = dim W, ist die Anzahl der Knotenpunkte des Volumennetzes.

(151
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4.2.3 Behandlung der Nebenbedingung

Im Falle der Neumann-Randbedingungen wird V = H}(Q) gewahlt. H}; ist Unterraum
eines einfach zu diskretisierenden Raumes H'(Q) 2 H}(Q). Sei W, wie in (14) mit
linearen Ansatzfunktionen h; definiert. Als Finite Elemente-Raum fiir V' wird V,, =
W, OV mit dimV,, =dim W, — 1 = n — 1 gewihlt. V,, sei durch die Nebenbedingung
E (f i (x)d2 wj) =1

=1 \g

i=1

beschrieben. Betrachte nun die Aufgabe:
Bestimme @ € R™ und A € R mit

5 (f b (x)d2 @j) =3 (4.15)
19

i=1

und
a(P®, Pw)+ )\Z h;(x)dQ2 wj-) =[(Pw) Yw e R" (4.16)
i=1
Dann gilt:

Satz 4.2.4 Die Variationsaufgaben (11) und (15),(16) sind im folgenden Sinne dquiva-
lent. Ist @, ein Lésungspaar des Variationsproblems (16) mit Nebenbedingung (15), so
lost P® das Ausgangsproblem (11). Ist umgekehrt ®* = P® eine Lisung des Ausgangs-

variationsproblems (11), so existiert genau ein X € R, so dafp ® und X die Aufgabe (16)
mit Nebenbedingung (15) lésen.

Beweis: Hackbusch [17], Satz 8.3.23

Bemerkung 4.2.2 A und b seien wic in (12) def iniert. Ferner sei

g (fhl(x)m, ...,fhn(x]dﬂ)tr.
1 Q

Dann ist das Variationsproblem (16) mit Nebenbedingung (15) dquivalent zum Gleichungs-

sysiem
A ¢ ¢ b
ERINEH o

Beweis: Hackbusch [17], Bemerkung 8.3.24

In dieser Weise kann die Ritz-Galerkin-Losung ®” im Unterraum V,, C V' berechnet wer-
den. Es ist nach Satz 4.2.3 gesichert, daB bei feiner werdendem Netz und damit besserer
Anngherung des Raumes V;, an die cindeutig existierende Losung @ auch die Ritz-G alerkin-
Losung konvergiert.
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Bei der Messung des EEG’s ist cine der Elektroden eine Referenzelektrode. Dem zur
Referenzelektrode zugeordneten Finite-Elemente-Netzknoten @7 wird der Dirichlet-Wert,
0 vorgeschrieben. Man kdnnte nun ®* durch Losen des Gleichungssystems (17) ermit-
teln und in der Weise eine Konstante dazuaddieren, daff der Knotenwert der Referenz-
clektrode das Potential 0 erhilt. In der Praxis kann die Berechnung von ®™ auf einem
vom Rechenaufwand giinstigerem Wege ermittelt werden (Schwarz [50], Kapitel 3.1.3).
Das Variationsproblem (10) wird fiir V = H'() zundchst ohne Beriicksichtigung des
Dirichlet-Werts durch W,, C H?! diskretisiert. Es geniigt dann, in der entstehenden Ma-
trix A (Steifigkeitsmatrix) die j-te Zeile und Spalte durch Nullelemente zu ersetzen, das
Diagonalelement a;; anschlieBend gleich 1 zu setzen und weiter die j-te Komponente in b
durch eine Null zu ersetzen.

4.2.4 Quantitative Konvergenzaussagen

Bei den Finite-Elemente-Approximationen ist man an Abschatzungen fiir die Losung " €
V,. der Form

[@ — &} < O(h")
mit mdglichst grofier Fehlerordnung & interessiert. h bezeichne die Kantenlinge eines
finiten Flements. Im allgemeinen hingt die Ordnung von der Regularitit der Losung,
vom Grad der Polynome in den finiten Elementen, von der gewdhiten Soebolevnorm und
von der Approximationsgiite der Triangulation an die Geometrie ab.

Definition 4.2.2 (Quasiuniforme Gitter) Sei hy die lingste Seite von T' € T. o=
max{hy : T € T} ist die grofie in T =: 1, aufiretende Kantenldnge. Mil pr sei der Radius
des Innenkreises von T' € T bezeichnet. Das Verhiltnis hr/pr geht genau dann gegen
unendlich, wenn der kleinste Innenwinkel gegen null strebt. Fualls

max{hy/pr:T € 7} < const

Jiir eine Familie von Triangulationen abgeschitzt werden kann, nennt man diese quasiuni-
form.

Beim Einschichtmodell lassen sich folgende Aussagen treffen:

Satz 4.2.5 (Quantitative Fehlerordnung fiir das Einschichtmodell) Sei 7, eine
Folge von quasiuniformen, zuldssigen Triangulationen. Die Bilinearform a sei stelig und
V -elliptisch. Es gelte ® € H*(Q). ® € V,, (V, Raum der lincaren Ansatzfunkiionen) sei
die Ritz-Galerkin-Losung. Dann gibt es eine von ®, h und n uncbhingige IKonstante C
mit

||@ — @*{|; < Chl|®]l2
Beweis: Hackbusch [17], Kapitel 8.5.1, Satz 8.4.6

Satz 4.2.6 (Aubin-Nitsche) Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.2.5. Dann gibl
es eine von ® und n unabhdngige Konstante Cy, so daff

[|& — &"lo < Cah?||2]l2
Beweis: Hackbusch [17], Kapitel 8.5.1, Satz 8.4.11

Beim p-Schichtmodell ist die Leitfahigkeit auf den Schichtiibergingen unstetig und es kann
im allgemeinen nur ® € /1(£2) angenommen werden. Nach Hackbusch [17], Kapitel 10.1.2
kann man aber darauf hoffen, daB sich die iiblichen Fehlerschranken {|® — o”||; = O(h)
und ||® — ®"||o = O(h?) durch an die Geometrie angepafte, d.h. isoparametrische finite
Elemente, erreichen lassen.
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ur 4.3 Finite Elemente Lésung im Programmsystem CAUCHY
rf

st Im Programmsystem CAUCHY (Buchner et al. [9]) wurde ein Finite-Elemente-Modell zur
= Vorwirtslosung der Gleichung (1) im Volumenleiter Kopf realisiert.

m

3). 4.3.1 Vergitterung des Kopfes

es

Anhand einer Sequenz von Kernspinresonanz-Tomographie-Bildern kann der Kopf in ein
Finite-Elemente-Netz vergittert werden (Programmsystem CURRY). Fs 14t sich ein aus
Tetraedern oder kubischen Elementen bestehendes Netz erzeugen. Kantenlingen dieser
Elemente liegen im Durchschnitt bei ca. 4 — 6mm. Die Grenzschichten weifie Substanz zu
grauer Substanz, Cortexoberfliche, Knochen innen und aufen und Kopfhaut werden in
guter Naherung gefunden. Jedem Element kann eine tensorwertige Leitfihigkeit zugeord-
net werden, um auch Anisotropie modellieren zu kénnen.

in

4.3.2 Quelleinleitung in CAUCHY

Dem Quellmodell (3.5) folgend sollte unter Kenntnis der Lage und Ausdehnung des Zylin-
ders Qz,; die rechte Seite des Gleichungssystems (12) durch Auswertung des Funktionals
[ ermittelt werden.
Physiologische Untersuchungen haben gezeigt, daf hauptsichlich der Dipolanteil einer
= Quelle in der Fernzone (Kopfoberfliche) beobachtet werden kann. Vom praktischen Stand-
s punkt und im Hinblick auf die inverse Quellsuche ist es anzustreben, eine Quelleinleitung
R auf einen Netzknoten (innerhalb der graven Substanz) bezogen zu definieren. So kann
bisher in CAUCHY eine Quelle als vektorwertige Grofe an einem Netzknoten eingelei-
tet werden (Dipoleinleitung), die dem Prinzip von Saint Venant folgend in der Weise aunf
1 die umliegenden Netzknoten (als Monopolguellen) verteilt wird, dafi das Dipolmoment
. moglichst gut erfiillt wird, Fir eine Kugel mit homogener Leitfdhigkeit existiert unter
Quelleinleitung durch einen Stromdipol eine analytische Formel fiir die Potentialvertei-
lung (Smythe [52]). Um das implementierte Quellmodell zu testen, wurde eine Kugel
mit Radius R und Oberfliche T' in ca. 7000 kubische finite Elemente vergittert und die
Korrelation

er B —

L

o

fl" @FE@ANA dr
(@

zwischen dem analytisch berechneten und dem numerisch angendherten Oberflichenpo-
tential ermittelt (Buchner et al. [9]). Es wurden radiale Dipole mit wachsendem Abstand
r vom Kugelmittelpunkt getestet. Fiir ein Verhiltnis r/R bis ca. 0.8 ergab sich eine Kor-
relation von nahezu 1. Fiir 7/R > 0.8 wurde die Korrelation sehr schlecht, da nur noch
) wenige finite Elemente zwischen dem Ort der Einleitung und der Oberflache der Kugel
lagen. Fiir die Anwendung wird diese Differenz aber nicht kritisch, da zwischen dem Ort
der Einleitung und den MeBabnehmern einige Schichten finiter Elemente liegen werden.

4.3.3 Loésung des Gleichungssystems

n Die Steifigkeitsmatrix A € R**™ des Gleichungssystems (12) ist eine diinnbesetzte Matrix
(pro Zeile ca. 30 Eintrige) mit n Unbekannten. Bei Vergitterung des Kopfes mit finiten
Elementen der Kantenlinge 5mm wird n im Bereich von ca. 17000 liegen. Direkte Ver-
2 fahren kénnen hier nicht mehr als effizient eingestuft werden, da die Diinnbesetztheit der

Matrix nicht dementsprechend genutzt wird und sich die Matrix beim direkten Losen fiillt.

(]
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Selbst bei linearen Problemen wie in dieser Anwendung ist man auf iterative Verfahren
angewiesen.

Fiir sehr grofie Gleichungssysteme mit diinnbesetzten, positiv definiten Matrizen haben
sich zwei Verfahren durchgesetzt, die Methode der konjugierten Gradienten mit Vorkon-
ditionierung und die Mehrgitterverfahren. Ist die Bilinearform a V-elliptisch, dann fiihrt
die Diskretisierung durch finite Elemente zu positiv definiten, symmetrischen Matrizen.
Es kann nun ausgenutzt werden, dafl die Losung der Gleichung (12) gerade das Minimum
von

J(®) = é@m@ ~ b ®

ist, was auf die Gradientenverfahren fiihrt. In CAUCHY wird das Gleichungssystem
(12) iterativ iiber die Methode der konjugierten Gradienten mit Skalierung und ICC-
Vorkonditionierung (InComplete Cholesky decomposition) gelést. Das einmalige Lidsen
des Gleichungssystems erfordert bei ca. 17000 Unbekannten auf einer IBM RS/6000, Mo-
dell 375 ca. 25 Sekunden und das Speichern der von Null verschiedenen Matrixeintrége von
A zusammen mit der Vorkonditionierungsmatrix benétigt weniger als 3MB Hauptspeicher.




Kapitel 5

Randelementmethode

Bei Modellierung des Kopfes durch einen schichtweise homogenen, isotropen Leiter kann
die Differentialgleichung (4.1) auf analytischem Wege weiter behandelt werden. Als Inte-
gralgleichungsmethode bezeichnet man die Uberfiihrung einer partiellen Differentialgleichung
mit d Raumvariablen in eine Integralgleichung iiber einer (d—1)-dimensionalen Oberfliche.
Die entstehende Integralgleichung kann dann iiber die Randelement- oder BE-Methode nu-
merisch gelost werden.

5.1 Integralgleichungsmethode

Die im schwachen Sinne zu verstehende partielle Differentialgleichung (4.1) mit Neumann-
Randbedingungen (4.3) soll im weiteren iiber die Integralgleichungsmethode in eine Ran-
dintegralgleichung iiberfiihrt werden. Es gelten die folgenden physikalisch sinnvollen Vor-
aussetzungen:

e Das Potential ist stetig im betrachteten Gebiet:
& c C(Q) | (5.1)
e Die Normalkomponente der Volumenstromdichte ist stetig iber die Grenzflichen:
o< nV®>c C(IY) (5.2)
e Das Potential ist zweifach stetig differenzierbar innerhalb der Schichten:
) Yi=1l,..D

e Die Grenzflichen I'; sind geniigend glatt und ohne Ecken.

Fiir die Herleitung der Integralgleichung bendtigt man die sogenannte Singularititenfunk-
tion, welche fiir das vorliegende Problem speziell als

gewdhlt wird (Hackbusch [17] (2.2.1a)).

Es gibt nun verschiedene Mbglichkeiten, die Differentialgleichung (4.1) in eine Integral-
sleichung zu iiberfithren. Im weiteren wird die Herleitung iiber das sogenannte Doppel-
schichtpotential gewihlt (siehe Hackbusch [18]}, welches die Normalableitung der Singu-
laritdtenfunktion nach dem zweiten Argument y benutzt. Man betrachte zun&chst das
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Einschichtmodell mit T' als Oberfliche.
Als Dipolkern bezeichnet man die Funktion

klx,vl= 26%3(}{, y) =2 < n(y), Vys(x,y) > Yy eI'.
y

Der mit dem Dipolkern k gebildete Integraloperator sei mit K bezeichnet und lautet
(K®)(x) = f k(x,y)0(y)dT, VxeT.
r
Fiir die speziell gew#hlte Singularititenfunktion ergibt sich als Kern

}__< D(Y)ay —X) >

k(x,y) = .~ e-7F Vy €T, (5.3)
und als Integraloperator
i 1 [ <alyhy—x) >
% e dr T. A4
(KDY (x) = -5 [ ST, Vxe (5.4)

Der Integrand des Integraloperators besitzt in x = y eine starke Singularitat, die Bxistenz
dieses Integrals ist somit zu zeigen.

Lemma 5.1.1 Sei T € C** fiir ein p > 0 und ® € L(T') beschrinkt. Dann existiert
das Integral (4) fir alle x € ' als uneigentliches Integral.

Beweis: Ilackbusch [18] Lemma 8.2.2

Damit ist (K®)(x) fir alle x € [ definiert. Fiir x aufierhalb von T ist der Integrand
regulir. Im weiteren kann gezeigt werden:

Satz 5.1.1 (Kompaktheit) Sei 0 < p < 1. Unter der Voraussetzung I' € C'* gilt:
(a) K € L(L=(I),C(T))
(b) K € K(C(I),C(T))

Beweis: Hackbusch [18] Satz 8.2.5

Satz 5.1.2 Sei & € L®(T) beschrinkt und im Punkt xo € T’ stetig, dann gill
Jim, [ e, 9T, = ~(x0) + (K2)x0)
Beweis: Himildinen [21]

Nach Bronstein [6] gilt

Satz 5.1.3 (2. Greensche Formel) Q sei Normalgebiet, u und v seien mit ihren zwes-
ten partiellen Ableitungen in Q stetig und n sei die Gufiere Normale an I'. Dann gilt:

fnfﬂ(x)&v(x) — v(x)Au(x)}dQ =

fr [u(x) < n, Vo(x) > —v(x) < n, Vau(x) >]dl.
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Es soll nun die Integralgleichung fiir das gesuchte Potential ® hergeleitet werden.
Sei zunichst x € ;, (i € {1,---,p}). In Q; ist die Singularititenfunktion s im Punkte
x = y nicht differenzierbar. Man definiere deshalb

K (x) = {y € R?:ly — x| < e},

wobei ¢ so klein gewihlt wird, daf K, C €;. Auf den Schichten L\ Ke(x) (Vi=1,...,p)
ist die Singularitdtenfunktion s nun zweimal stetig differenzierbar und die zweite Green-
sche Formel kann angewendet werden.
Man beachte, daB n(y) die duflere Normale auf I'; bezeichnet. Bei Anwendung der
2. Greenschen Formel auf das Gebiet €2; mit innerer Berandung I';_; und duBerer Be-
5.3) randung I'; erhélt man somit zwei Oberflichenintegrale und das Integral {iber I';_; erhilt
ein negatives Vorzeichen. Auf §; ergibt sich das zusitzliche Oberflichenintegral iiber
JK., welches ebenfalls ein negatives Vorzeichen besitzt. G";' bezeichnet die Leitfahigkeit
zuflerhalb des Kopfes und kann deshalb gleich 0 gesetzt werden. Die Indizes — und +
kennzeichnen Werte innerhalb bzw. auferhalb der jeweiligen (Grenzschicht.

5.4)
lenz ; '/ﬂj\K{(x) [s(x,¥)a;00(y) — ®(y)ojDys(x,¥)]dy =
siert > [ o7 (< n(3), 78~(3) > s(x,5)— < n(y), Vys(x, ) > () -
G_;i— (< n(Y): V'¢’+(y) > 3(}{13’)_ < n(Y):vys(xi Y) > (I)+(Y))]dry
- / i (< n(y), VB(y) > s(x,¥)— < nfy), Vys(x,y) > B(y))dly  (5.5)
and o)

Auf der linken Seite dieser Gleichung fillt der zweite Summand des Integranden wegen
Ays(x,y) = 0 im Gebiet Q\ K, (x) direkt weg.

Nun wird das Oberflichenintegral iiber 8K, (x) fiir ¢ gegen Null bestimmt. Die Strom-
dichte o; < n, V® > ist auf 0K, beschrinkt und mit

/ gy = dxé?
IR (%)

strebt [ s(x,y)dl, mit der Ordnung O(¢) gegen 0. Damit gilt
8K¢(X}

f o; < n(y), Ve(y) > s(x,y)dly 0.
BK.(x)

Da K, eine Kugel ist, ist die Normalenrichtung radial und unter Verwendung von Po-
larkoordinaten mit Zentrum in x und r = |x — y| = ¢ wird -fgf: zu g—i. Man erhilt
< n(y), Vys{x,y) >= —7=%. Damit @8t sich der zweite Teil berechnen:

wel-
/ o; < n(y), Vys(x,y) > @(y)dly = —0:P(x).
DR (x)
Es folgt

fa&‘ : }ffi (< n(y), VB(y) > s(x,y)— < n(y), Vys(x,y) > &(y)) dly e 0;®(x)
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Aus Gleichung (5) wird nach Grenziibergang ¢ —+ 0
P
5:@() + 3 fﬂ o, 7)o AB YA,
=17%

> [ 107 (< n), V87() > sy) - < n(y), Vas(x.¥) > 7 (3)

—o} (< n(y), VO (y) > s(x,y)- < n(y), Vys(x,¥) > *(y))]dr,.

Da das Potential nach Voraussetzung (1) stetig ist, gilt = = @¥. Aus der Voraussetzung
(2) und der Neumann-Randbedingung (o = 0) folgt

o7 <n(y), V& (y) >= 0o} <n(y), VoT(y) > .

Wird nun noch auf der linken Seite der Gleichung die Differentialgleichung (4.1) eingesetzt,
dann erhiilt man eine Integralgleichung fiir das Potential @ firx ¢ I'; (Vi=1,...,p)

o;®(x) = ¥%(x)— %Z(aj' - 0}') fl" k(x,y)®(y)dl'; (5.6)
mit
2 =~ | s6x,¥) (7).

Um die Integralgleichung fiir das Potential auf den Schichtgrenzen I'; zu erhalten, a8t
man x gegen die Oberfliche I'; laufen und unter Verwendung von Satz 5.1.2 erhélt man
fir x € I'; die Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art fiir das Potential ¢ unter
Verwendung des Doppelschichtpotentials:

P
(07 1 o1)8(x) = 26°() - 307 ~ of) [ MWW (57)

i=1

Die Randintegralgleichung (7) soll nun numerisch geldst werden. Galerkin- und Kollo-
kationsverfahren verwenden Ansatzriume mit Funktionen, fiir die sich Basisfunktionen
mit kleinem Triger als vorteithaft erwiesen haben. Solche Basisfunktionen heifien finite
Elemente, die Kombination der Randintegralmethode mit der Diskretisierung durch finite
Elemente bezeichnet man als Randelementmethode.

5.2 Das Einschichtmodell
Zunichst wird das Einschichtmodell betrachtet:

B(x) = %@W(x) _(K®)(x) VxeT (5.8)

Da die Quellen im Innenraum von § liegen, ist es ecine sinnvolle Annahme, ®*°(T') als
stetige, beschrinkte und mehrfach differenzierbare Funktion auf dem Rand anzusehen.
Fiir kompakte Gebiete gilt C*(T) € CL(T") ¢ C(I') (Hackbusch [18],5.16/17).

Die Existenz und die Eindeutigkeit der Losung dieser Gleichung wird somit durch die
folgenden Satze gesichert.
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Satz 5.2.1 (Eindeutigkeit) Sei ®° € L=(T), I € C;** fir ein p > 1/2. Dann unter-
scheiden sich zwei Lésungen der Gleichung (8) nur um eine Konstante.

Beweis: (Hackbusch [18], Anmerkung S.327 und Satz 8.2.18)

Lemma 5.2.1 Um die Aufgabe (8) eindeutig zu machen, kann die Zusatzbedingung

/ ®dT = 0 (5.9)
an das gesuchie Potential gestellt werden.
Beweis: (Hackbusch [18], Anmerkung S.327 und Zusatz 8.2.20)
P Satz 5.2.2 (Losbarkeit) Sei ®° ¢ CAI), T € Cot* fir ein 0 < p < 1. Dann hat die
Gleichung (8) in Kombination mit (9) fiir das Innenraumproblem eine eindeutige Losung
5.6) & € C(I), die zudem zu C*(T') gehért.
Beweis: (Hackbusch [18] Anmerkung S.327 und Satz 8.2.21)
Da das Potential auf den Grenzflichen stetig ist, sei im folgenden X = C(T') der zu-
grundeliegende Banachraum. Fiir die numerische Berechnung des Potentials ® auf dem
. 138t Rand T wird die Kollokationsmethode gewihlt. Die Interpolation wird durch disjunkte
E :-‘a,n Stiitzstellen
 unter {6, &e} T

festgelegt. Xy C X sei der Unterraum, in dem die interpolierenden Funktionen (Ansatz-
funktionen) liegen sollen. Fiir die numerische Realisierung ist die geeignete Reprisentie-
5.7) rung von X durch eine Basis Ay, ..., ix mit

Xy = span{hy,..., hi}

Kollo- von entscheidender Bedeutung. Die Interpolation einer Funktion ® € X durch @ € X;
£iionen mit
n finite B1(bm) =Pm) V1<m<Ek (5.10)
h finite

existiert und ist eindeutig, wenn die Matrix (7n(&m))mn=1,. x Teguldr ist. Unter dieser
Voraussetzung definiert die Interpolation die Projektion

M : @€ X — & € Xi.

Indem nun die Kollokationspunkte in die auf X projezierte Integralgleichung eingesetzt
werden, erhilt man die Kollokationsgleichung

- 2 i
5.9 (~1)e(m) = =28 (E) + (K D) (6m)
r Die Integralgleichung wird also nur noch in den Kollokationspunkter erfiillt.
(L) als Die weitere numerische Aufgabe besteht in der Bestimmung der Koeffizienten a; des in
rusehen. der Basis des Raums X}, dargestellten Potentials
S 1 b
ireh die @k s z anhn-

n=l
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Man erhalt das Gleichungssytem Aa = ((—1)C — D)a = b mit dem Vektor

b= (bm)m=1,.k = (._.i_q:.m (&m)) :

m=l,..k

und den Matrizen C = (Cmn)mn=1,..k und D = (dmn)m,n=1,...x Mit Eintrdgen

Cmn = hn(gm) (5.11]
dun = (Kha)(Em)- (5.12)

Bemerkung 5.2.1 Wenn die Basis (h1, ..., hy) aus den Lagrange-Hutfunktionen gebildet
wird (d.h. hn(Em) = Omn, stiickweise linear), so ist C = I, die Hauptarbeit steckt also in
der Berechnung der k* Integrale

___]'-_ <n(Y):Y_£m>
Tyt o)y

dmrz =

Zur numerischen Berechnung dieser Integrale wird die Oberflache I' in Dreiecke (A,
zerlegt, deren Eckpunkte {xa}f=; auf I' liegen.

Im folgenden werden zwei verschiedene Kollokationsansitze verglichen. Beim Ansatz mit
auf den Dreiecken konstanten Basisfunktionen werden die Massenzentren der Dreiecke
als Kollokationspunkte gewihlt. Beim linearen Ansatz sind die Kollokationspunkte die
Eckpunkte der Dreiecke.

Diese beiden Verfahren werden nun ausfiihrlich studiert.

5.2.1 Kollokation mit stiickweise konstanter Interpolation

Die Kollokationspunkte sind hier die Massenzentren {cm}M_, der Dreiecke {An}Y_,. Die
konstanten Ansatzfunktionen haben die Gestalt

T L medy
h“(x)_{ 0 : sonst. (5.13)

Die Matrixeintrige dmn lassen sich fiber den sogenannten Raumwinkel berechnen (Schaum
[53]). Essei dS ein Oberflichenelement. Man verbindet alle Punkte des Randes von dS mit
dem Ursprung und erhilt einen Kegel. Diesen Kegel schneidet man mit der Einheitskugel
um den Ursprung 0. Der Raumwinkel, der durch dS in O gebildet wird (Bezeichnung
Q(dS;0)), entspricht dann der Oberfliche jenes Teils der Einheitskugel um den Ursprung,
der durch den Kegel abgeschnitten wird. Fir die geschlossene Oberflache T gilt

< nfs) & 0 : x auBerhalbT
Q3 %) = BY),LY X2 gp, =4 2 : x anufl (5.14)

— |
k |7~ 47 : x innerhalb I
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Nach Van Oosterom [56] kann der Raumwinkel des Dreiecks Ajs3 mit Eckpunkten y;, y2
und y3 aus der Sicht des Ursprungs berechnet werden:

QA 23 0) = f ﬁdry

ASELS
=2arCT;a.n <YI1:Y2XY3>
(5.11) |y lly2llys |+ [y l<yz¥ys>+|ysl<y,y2>+|y2[<y1,y3>
g (5.15)
(5.12)
Unter diesen Voraussetzungen kénnen nun die Matrixeintrige d.,, berechnet werden:
M
1 <y —Cm,n(y) >
=52, d —_— f ! hn,
_?sldfif mn I E A ! v — Cm ‘3 (Y)dry
Iso in F
= _if <y- cmun(y):)dl-\
P ly—em®
1 "
Mit der Definition B := (—1)D mu8} jetzt noch die Fixpunktgleichung @ = Ba + b geldst
M werden, um die Potentialwerte in den Massenzentren zu erhalten.
5.2.2 Kollokation mit stiickweise linearer Interpolation
Z mit Bei linearer Interpolation werden die Eckpunkte der Dreiecke als Kollokationspunkte

4 gewshlt. Ay, habe die Eckpunkte xi, x1 und xy, die linearen Lagrange-Ansatzfunktionen
e die i
tal
haben die Gestalt T — 5
ha(x) = { @) | X € D (5.17)
0 : sonst.

Die Matrixeintrage dp, der in Dreiecke zerlegten Oberfliche lassen sich analytisch be-
rechnen (de Munck, [12]). Die Vorgehensweise soll nun erldutert werden.

. Die
Sei zundchst n # m. Die Lagra,nge-Hutfunktion h» ist nur auf den Dreiecken von Null

5.13) verschieden, die x,, als Eckpunkt besitzen. A— sei der normierte Normalenvektor auf dem
Dreieck Apn, welches den Flicheninhalt Ak;n / 2 habe. Es ergibt sich

haum o 2 1 f Y= X 05

S mit o 27 2 Akl |y — Xm [ (¥l | - (518)

tugel .

Jung Um das Schriftbild zu vereinfachen, wird der durch Dreieck Ay, und den Betrachtungs-

Tung, punkt X, gebildete Kegel in den Ursprung verschoben. Die Ecken des verschobenen Drei-
ecks werden mit y1, y2 und yz bezeichnet, wobei der Umlaufsinn von y3 — y2 —+ ys um
den Normalenvektor n die ,Rechte-Hand-Regel® erfiille. x, wird in y; iiberfiihrt, wobei ¢
je nach Wahl den Wert 1, 2 oder 3 annehmen kann:

5.14)

<y,n>,
1 ar, | . 5.19
Z A123 f |y [ (y)dl, e

123
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mit

det(yi-1,¥,¥i+1) -
Hiy) = , i=1,2,3, 5.20
) det(y1,¥2,¥3) (5.20)

Y4 =Yy1 und yo =¥s.
Das Skalarprodukt < y, n > wird geometrisch als Projektion von y auf n gedeutet. Wie
man sich leicht veranschaulicht, ist dieser Wert fiir y € Aj23 konstant

d=dpn> (5.21)
: und man erhilt
! 1 d 1
s i e j 1 _Hi(y)dT, | . 5.92
2w ?23 A123 Ediy &)y )
% FANERY
Mit der Definition
2i := ¥i+1 X Yi-1; 1=1,2,3, (523)

(Y4 = ¥1, Yo = ¥3) schreibt sich der Normalenvektor n (| n |= Agn) als Summe der z;:

23
>z (2 Y2 X¥3+¥3Xy1+y1 XYz

(y2—¥1) Xys+¥1 XYz;yz X¥2
(yo—y1) X ys — (¥y2 —¥1) X ¥2
(y2 —¥y1) x (y3 —¥2)

= (y3—¥2) % (y1—¥2)

= .
(5.24)
Jedes y € LAj23 1aBt sich darstellen als
y=y1+b(y)(yz—y1) +¢¥)(¥3 — 1), (5.25)

wobei b(y), c(y) € [0,1] und b(y) + ¢(y) < L.
Mit der Berechnung der Determinante dreier Vektoren
det(ai,az,a3) =< a1, az X ag),

erh#lt man somit

d ) <ny>
3
24)+(25)
COLO) (3 24), 51+ b(y) (v2 — y1) +¢(3) (73 — 1) >
k=1
Def_.£23)

<Yy2X¥s+¥sXy1+y1 Xy2,V1+by)yz2—y1)+ely)(ys—y1) >
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(1=b(y) — c(y)) < ¥1,¥2 X ¥3 > +b(y) < y2,¥s X y1 > +e(y) < ¥3,¥1 X y2 >
= (1—b(y) - e(y)) det(y1, 2, ¥3) + b(y) det(yz, y3. ¥1) + ¢y) det(ys, y1, ¥2)

590 det(y1,¥2, ¥s)-
(5.26)
Wie
Man findet eine einfachere Schreibweise fiir H;
(5.21) H: Def. det(yi-1,Y, ¥ita)
() det(y1,¥z2,¥s)
1 Def.(23) 1
- <Yy ¥Viti X¥i1 > = 3 <¥y,%i >,
5.27
5.22) (527)
und wenn dieses Ergebnis in (22) eingesetzt wird,
5.23) :
1 1 <y, % >
F o ow e / 2 ap
& 27 ga A3 |y 3 y)
T Zi! AN XS
Mit der Definition i pp——
(i = f Ly 5.28
A123 | y I3 y ( )
FAND
erhilt man schliefllich 1
oo .= Q. (5.29)
2 VAN DS

Es soll nun eine Formel fiir die Berechnung der €; hergeleitet werden. Uber das Biot-
(5.24) Savartsche Gesetz der Magnetostatik kann die im Ursprung gemessene durch eine kon-

stante Stromdipolverteilung auf dem Dreieck Ajg3 erzeugte magnetische Induktion be-

rechnet werden. Folgende Formel entspricht bis auf eine Konstante diesem B-Feld:

= 1
| f= f V,— x dT 5.30
(5.25) Tt e
b

Hier bezeichnet dTy = —dl',.

Diese Formel wird nun auf zwei verschiedenen Wegen ausgewertet, die beide B als Line-
arkombination von yi, y2 und y3 darstellen. Der Koeffizientenvergleich wird dann eine
Berechnungsmdglichkeit fiir die gesuchten ; liefern.

Auf dem ersten Weg wertet man den Gradienten aus. Dazu wird das Zwischenresultat

3
> <2k, ¥ > Yk @) vy xys,y1+b(F)(y2—v1) +ey)(ys —v1) > ¥1

k=1
4 <y3XyL,Y1+0¥)(yz —y1) +ey)(ya—¥1) > ¥z

> + <Y1 XYz, Y1 +0(y)(yz—y1) +e(¥)(¥s —¥1) > Vs
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= (1-b(y) - c(y)) det(y1,¥2,¥3)y1 + b(y) det(y2, ¥3, y1)¥z
+c(y) det(ys, ¥1,¥2)¥3)

26
@ 4((1-by) - e¥))ya + b(x)y2 +c(¥)¥3)
25
(29) dy.
(5.31)
bendtigt. Der Vektor n ist auf einem Dreieck konstant und man erhélt
B = Sx ——fV—-—dl“ Bl & dr,
d Aj23 Iy Y d Ai23 |.Y|3
FARE Y Aigs
n 1 yd (31} n f < 2k, ¥ > Vi
= =X ary | '= ————dl,
d Ajzs AN A123 Z Bak
D23
n 2 1 < 2Zg, ¥V > ef.(28) 11 =
- a” ; A2z ] y PP ry | ve| < E ; hh s

Die zweite Moglichkeit der Auswertung von (30) benutzt eine Folgerung des Stokesschen
Satzes:

Satz 5.2.3 (Satz von Stokes fiir skalare Felder) Es seiT' ein ebenes Gebiet mit der
Randkurve 8(T), die so orientiert sei, daff T zur Linken liege, ¢ € C'(T) sei ein stetig
dif ferenzierbares skalares Feld, dann gilt:

[V xar, = ¢ o FO)E
r

Beweis: Bronstein [6] S. 580, Nolting [36] S. 30

Die Anwendung dieses Satzes auf die magnetische Induktion (30) ergibt

s dy
B - LT
ﬁ[/—‘uzs) 1 y ]

=3 &
=lyj—+yiz1 v
3

= = Zf - (yir1 — yi)ds
=3 | vi + s(yit1 —¥i) |
1

=1

i

= yi—¥i / ds
. ;( bl J V<yit st —yi)yit s(ysiy1 — ¥i) >

1

= (¥i = yi+1) f ds
; o V2 | ¥iz1 - ¥i P +28 <yir1 -y, Vi > + | 3 |2
4]
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1)y2 Mit X = as? + bs + ¢ handelt es sich um ein Integral der Form [ds/+/X mit a > 0 und
A = dac — b? = 0. Es ergibt sich 713: In(2as+ b) (Bronstein [6], S. 49) und nach weiteren
Umformungen erh#lt man fiir die magnetische Induktion (30)

3
B = Z(T?—l = ‘}’?)Yi
(5.31) =
0 _ -1, ¥ | ¥ip1 —vi | + < ¥is (YVier — 51) > )
(vVier—=¥i{ \yitr [[Yitr —¥i [+ < Yit1 Gira —¥i) >/

(5.33)

v? kann physikalisch als Potential im Ursprung interpretiert werden, welches durch eine
homogene Ladungsverteilung auf dem Liniensegment y; — yiy1 erzeugt wurde.

Aus (30) und den beiden Auswertungen (32) und (33) erhilt man folgende Gleichung:

(5.32) Z(’m- -Wye== >< Z QY (5.34)
k=1

Der Koeffizientenvergleich der Vektoren yy liefert schlielich drei Gleichungen zur Bestim-
mung der gesuchten Q. Man kann zeigen, daBl aufgrund von T30 ) =0das
erhaltene Gleichungssystem singuldr ist. Zur Bestimmung der 2 wird somit eine weitere
mit der Gleichung benétigt.

-=sschen

(23) f <Zjy >

E 2% E dr

i=1 =1 A123 | y |3 i
FAST X1

A123 \y \
!.23

@y 1 f <n,y>
A123 |y ®
A

Yy
& Y _ar
lyP 7

dl’y

128

FaS =1
) Q(A123;0)
(5.35)
Das Gleichungssystem ist nun reguldr und kann zur Bestimmung der Q; geldst werden:
1 > 0 .
Q; = L Q(D123;0) < zi,n > +d(Yigr — Vi-1) - Z Yk (¥Yk — Yi41) (5.36)
k=1

(de Munck [12], S. 988)
Nun miissen noch die verbleibenden Hauptdiagonalelemente der Matrix A bestimmt wer-
den. Die Summe der Hutfunktionen ist fiir alle y

n
"

N
Yohaly) = L (5.37)

n=1
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Die Matrix A besitzt einen Eigenvektor (1,...,1)* zum zugehdrigen Eigenwert 0, denn

N

1 <n(¥)1y_€m
e —1+—-/ ha(3)d0,
.,; 2m Jr |y —&m 2 ,; ol

., 1 <n(y),y = Xm>
1+2wjr Ty =T P dly

@ 1.

= 14 QT %m)

.

(5.38)

Die Hauptdiagonalelemente konnen also durch die negative Summe aller weiteren Elemente
einer Zeile berechnet werden:

N
== Amn (5.39)

n=1
n#EmM

5.3 p-Schichtmodell

Zur numerischen Berechnung des Potentials ® werden p Grenzfldchen in Dre;ecke zerlegt.
Die Eckpunkte der Drelecke auf der I-ten Grenzfliche (1 < [ < p) seien mit xk, bezeichnet
(1 <m < N(I)}). cl, sei das Massenzentrum des Drejecks A}, der Iten Schicht (1 <
m < M(l)). Nach der Wahl der Kollokationspunkte &, (1 < m < k(I)) und der Basis hf
(1 < m < k(l)) besteht die numerische Aufgabe in der Bestimmung der Koeffizienten o,
der Darstellung

p k()

=1 n=1

Die Kollokationsgleichung fiir das p-Schichtmodell lautet (1 < ¢ < p;1 < m < k()

p_ k() )
(o7 +0f) Y > ahhn ()
=1 n=1
= 20°(E) - 3007 — o) [ HiEh) > > oL )T,
1=1 =1n=1

5.3.1 Kollokation mit stiickweise konstanter Interpolation

Beim Ansatz mit konstanten Basisfuktionen

hL(x) = { I 5 BEE, (5.40)

0 : sonst
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wahlt man als Kollokationspunkte wieder die Massenzentren der Dreiecke.

. denn Es ergibt sich die Kollokationsgleichung (1 < i< p;1<m < M(7))
, 9 ]_ P .‘_G-+ <n(y),y—c LU
b= = L 3/ tdud ol hi. (3)dT.

Nach der Zerlegung der Grenzschichten in Dreiecke erhdlt man daraus

+ M{) M)

; 2 : 1 5 <n(y),y—¢c, >
o= ———9%(c}, ol bl ar,
o, 0.5_+0_2_ c )+2 0_ ‘|'0'+,,Z:1f |y c1 |3 nX—;. (y)
(5.38) ) P o7 —af M(z]
= rme——ip (m)+1 f <)y - tﬂ‘ﬂfj
oy +of 21 o7 +af -l—o o 1% [:v’—tinl3
~emente (15) 2 p M) 4 o7~ ;
= ‘I>°° _____LQ A i
O_: + (cm) +JZ_:1 oo 2?r + 0_ ( m)ar
(5.39) . B M(-‘” -
= H,+Y Y. Bl
=1 r=1

Durch das Lésen dieser Fixpunktgleichung @ = Ba + b werden die Potentialwerte in den
Massenzentren bestimmt.

Z*"-l‘lllegt- 5.3.2 Kollokation mit stiickweise linearer Interpolation
eichnet
2t (1< Kollokationspunkte sind die Eckpunkte der Dreiecke, als Basiselemente werden die Lagrange-
basis h-f: Hutfunktionen Al gewshlt (Rl (x},) = &idmn, ansonsten linear). Damit erhilt man die
ten o, Kollokationsgleichung (1 < i< p;1 < m < N(3))

p N

(o7 +or ZZ& Rl (xm)
i=1 n=1
5 »
= 20%(y) = D067 =) [ k(<) 3 ol )T,
g=1 n=1

welche als Gleichungssystem

p N()
b B {(0§+U€")5e15mn+(crf L }a = 20 (x.),

=1 n=1

d.h. Aa = b geschrieben werden kann. Wie fiir das Einschichtmodell 1dt sich
= [ o ¥R,

fiir in Dreiecke zerlegte Grenzschichten und fiir ¢ # [ oder m # n» analytisch berechnen.
Mit o] = 0j4, 0f =0,

[}
W=
=
S

N{l)
D hh(y)=1 Vyely (5.41)

a=1
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und der Berechnung des Raumwinkels

0 : Il<i
Q(r,;xin)zf ““(5’)-"’,";1%1” or ¢ l=i (5.42)
Iy |y = | dr : 1>

ergibt sich wie beim Einschichtmodell fiir die Matrix A ein Eigenwert 0 mit zugehdrigem
Eigenvektor e = (1,...,1)%

p N() +

(o] —07") <n(y)y sl >;
_ ot < n(y),y — X ths
= (o; +o ]—“"‘Z(U:“f’a S P R Z »(y)dl
41 p <n(y),y-x
D (o5 +of)- — (ol—'}“)f l(yx e
D (o7 +o}) = (o7 ~) =2 3 (o7 ~ o)

I=1+1

. = 20] —2(c5, — o)

= )
(5.43)

Durch das Lésen dieses Gleichungssystems erhilt man die Potentialwerte in den Dreieck-
seckpunkten.

5.4 Quelleinleitung im BE-Modell

Wie in Kapitel 3.3 erldutert stellt der physikalische Stromdipol (3.5) (Abbildung 3.2) ein
physiologisch sinnvolles Quellmodell dar. Die Grenzflichen, auf denen der Primérstro-
manteil * ausgewertet wird, liegen im Vergleich zur Ausdehnung der zylinderférmigen
Quelle in der Fernzone, so daff die Verwendung des Stromdipolmodells (3.6) physikalisch
und numerisch zu vertreten ist. Man kann die im weiteren vorgestellte Methode zur
Quelleinleitung auch als simple Quadraturformel fiir das Quellmodell des physikalischen
Stromdipols ansehen. Sei xg der Ort der Quelleinspeisung durch den Stromdipol. Man
definiere:

B, (x) == f V- {Mén(y — xo)}l Q,.

Hier seien die Funktionen &, € C§°(), es gelte

Tr(sa(x)) = {1 % I< =}

und [ 6,dQ2 = 1VYn. Die Funktionenfoige {d,}, konvergiert gegen die Dirac-Delta-
Distribution (Jantscher [26]).
Nach Bronstein ([6], S. 577) gilt fiir ein skalares Feld é, und ein konstantes Vektorfeld M
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V- (Mé,(y —x0)) = MV, (y — Xo0).

3 Mit partieller Integration (1. Greensche Identitdt) (wieder wird eine Kugel K .(x) um
die Singularitdt herausgenommen, deren Integral mit ¢ gegen 0 geht) erhdlt man unter
Vernachlassigung der Randterme (45|, = 0 fiir geniigend grofle n)

M X
Ba(x) = — / ( y|33’)dgy.

=1M(XXQ)féyx0

4 |x — %o/

fa (v — xo){ — yl3) Ml}'c(i:o;o)}dgy

Der Integrand des zweiten Summanden besitzt den Triger | y — X0 < % Es ist

{ M-(x-y) M- (x—xo)
o~ yf? x — xo[3

: it
sup } < e(n), Yy mit|y—xo| < —

¥

Somit gilt
) L]y Mg

[x-y[3 Ix — xo[®

£nj / - g0
B < A \Qﬁn(y Xo)dggi — 0.

v

=1

Wird der Primérstromanteil ®*° mit j, = M dx, ausgewertet, so erhilt man

1 M- (x—Xg)
dr |x—x0?

5% (x) = (5.44)

5.5 Losen der entstehenden Gleichungssysteme

=B o T

Wie in (38) fiir das Einschichtmodell und in (43) fiir das p-Schichtmodell gezeigt wurde,
ist das aus dem linearen Ansatz hervorgegangene Gleichungssystem Aa = b singular, da
die Matrix A einen Eigenwert 0 mit zugehdrigem Eigenvektor e := (1,...,1)" besitzt. Die
Matrix I — A der Fixpunktgleichung a = (I — A)a+b besitzt somit einen Eigenwert A =1
mit zugehdrigem Eigenvektor e.
Das gesuchte Potential ist nach Satz 5.2.1 nur bis auf eine Konstante genau bestimmt.
Es ist somit die Einfilhrung der Zusatzbedingung mdglich, daf die Summe fiber alle zu
bestimmenden Potentialwerte an den Kollokationspunkten 0 ergibt (siehe Lemma 5.2.1)
- Sei dazu p := (1/N,...,1/N)¥. p besitzt die Eigenschaften p”’a = 0 und p”e = 1.
Es ergibt sich die Fixpunktgleichung a = (I — A)a+b = (I — A — ep”)a+ b mit der
VI Iterationsmatrix W = (I — A — ep'"), die wieder den Eigenwert 0 zum Eigenvektor e
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besitzt. Das beschriebene Verfahren wird Wieland-Deflation genannt.

Das entstehende regulire Gleichungssystem (A +ep”)a = b kann iiber direkte Verfahren
(z.B. LR-Zerlegung mit Pivotisierung, QR-Zerlegung) gelost werden. Im Hinblick auf
die Erstellung der Einflufmatrix (Kapitel 6.1) bietet sich ein direkter Loser sogar an,
da die Matrix nur von der Geometrie abhéngt und eine einmal berechnete Zerlegung fiir
verschiedene Quelleinleitungen (rechte Seite b) immer wieder verwendet werden kann.
Fiir die Kollokation in den Massenzentren der Drejecke mit konstanten Ansatzfunktionen
wurde die Beschaffenheit der Matrix B hinsichtlich iterativer Loser genauer untersucht.

Lemma 5.5.1 B hat den FEigenwert A = 1 der Vielfachheit 1 mit zugehdrigem
FEigenvektor e.

Beweis: Lynn und Timlake [28]

Satz 5.5.1 Sei

~_ gt
s

=5 Vj:l.p
3 = + L] i
o; +0;

A; ist Figenwert der Matriz B (Y j=1,...,p).

Beweis: Lynn und Timlake [28]

Aus o = 0 folgt somit A, = 1. Dieser Eigenwert kann wie bereits beschrieben iiber eine
Wieland-Deflation der Geometriematrix (W = (B — ep’)) vermieden werden. Aus prak-
tischen Erfahrungen geht man davon aus, daf alle weiteren Eigenwerte << 1 sind (Lynn
und Timlake [28]) und somit Konvergenz erzielt wird (Spektralradius der Iterationsmatrix
W kleiner als 1, Werner [59], S. 123). Der Eigenwert A, wird ebenfalls sehr nahe bei 1
liegen, wenn §2,,,.; die Knochenschicht mit im Vergleich zu den anderen Schichten geringer
Leitfihigkeit of bezeichne. Hier bietet sich eine Multideflation der Iterationsmatrix an
(Lynn und Timlake [28]). Diese Technik kann ebenfalls mit klassischen Iterationsverfahren
wie Jakobi, Gauss-Seidel und SOR gekoppelt werden.

Am INSERM U280 de Lyon wurden verschiedene iterative Verfahren fiir die Kollokation
im Massenzentrum getestet, unter anderem die klassischen Methoden wie Gauss-Seidel,
Jakobi und SOR. Die Verfahren wurden mit einfacher Deflation und auch mit Multi-
deflation kombiniert. Die Anwendung des Gauss-Seidel Verfahrens auf die durch einfache
Deflation bestimmte Iterationsmatrix erzielte die besten Konvergenzergebnisse.

Fiir die Kollokation in den Dreieckseckpunkten mit stiickweise linearer Interpolation, ana-
lytischer Berechnung der auftretenden Integrale und einfacher Deflation der Geometrie-
matrix wurde ebenfalls eine gute Konvergenz mit dem Gauss-Seidel Verfahren erzielt. Im
Hinblick auf das Erstellen der EinfluBmatrix sollten aber direkte Verfahren vorgezogen
werden.

5.6 Die Isolierung der schlecht leitenden Knochenschicht

Sei im folgenden die Knochenschicht die (m + 1)-te Schicht €2,,.; im p-Schichtmodell
mit innerer Grenzfliche I'y, und ZuBerer Grenzfliche I'yyyy. Die Leitfahigkeit der Kno-
chenschicht o}, = o, ., betrdgt nur ca. ein hunderstel der Leitfshigkeiten der anderen
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Schichten (Tabelle 3.1).

Der Fehler, der durch die numerische Berechnung des Volumenterms gemacht wird, wird
durch die geringe Leitfahigkeit des Knochens bei direktem Losen der p-Schichtintegralglei-
chung

(07 +07)(x)

= 28%(x) — Z(a —a+)f k(x, 7)®(y)dTy

g=1

verstarkt (Meijs et al. [32]). Diese Fehlerverstirkung kann durch die Isolierung der Kno-
chenschicht verhindert werden (Meijs et al. [33]). Dazu wird das Potential ® als Summe
zweier Komponenten geschrieben:

B(x) = B(x) + B;(x) Vxel; (5.45)

®? ist das sogenannte isolierte Potential unter der Annahme, daff die Leitfihigkeit der
Knochenschicht null ist (67, = o,,; = 0). Die Annahme fithrt dazu, daB der Volumen-
stromanteil auf den Schichten aufilerhalb der Knochenschicht verschwindet, da die Quell-
einleitung auf die Gehirnschicht beschrénkt ist, so dal ®2(x) = 0 ((m+ 1) < ¢ < p) gilt.
Die Gleichung fiir das isolierte Potential lautet damit

7,80(x) = 28°(x) - zAaj ] k(x,y)@(y)dT, (5.46)

o E Ao; [ k(x, y) 82(y)dT, =

—5:80(x) + 26%°(x) — oo f k(x, )8 (v)dT,

mit 7; = (o7 +07), 1 < i< m, Acrj=(c:r_,’,-'—¢:9“;—"),1S_;."<<7fm1ndfc?,,,,=<;"1,ju S, =0T,

Das Restpotential ®; berechnet sich nun wie folgt:
(67 + 07 )®i(x) = 20%(x) ~ (07 +07)@}(x)

- {f;ta; ~ ) [, k)@, + (o7 ~ o) [ b y)@g(y)dry}

j:], b
Wird nun Gleichung (46) in diese Gleichung eingesetzt, so erhilt man
(67 + 0F)®;(x) = 20%°(x) — (0] + 0] )B2(x) + 7,87 (x) — 287 (x)
+o5 [ K ¥EE)D, - (07— k) [ Gy e,

~ 3065 — o) [ kx,3)2iy)dr

=1
Die Gleichung fiir das Restpotential lautet somit

(07 +01)8:6) =82 (0) - Y207 - F) [ Mm@l (547)

i=1
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wobei sich ®° aus dem isolierten Potential ergibt:

820 = ok { [ k6, 3) B )4Ty ~ im, )} (5.48)

Beide Gleichungen (46) und (47) sind Fredholmsche Integralgleichungen 2.Art, Zunichst
wird die Gleichung fiir das isolierte Potential (46) iiber die beschriebenen numerischen
Verfahren gelost. Damit kann ®¢° fiir die Gleichung des Restpotentials berechnet werden
(nach (48)) und durch Lésen von (47) werden die Potentiale auf den Zufleren Schichten
bestimmt.

Durch diese Vorgehensweise kann der Fehler verringert werden. Zunichst enthdlt der
Volumenleiter zur Berechnung des isolierten Potentials keine Schicht mehr mit geringer
Leitfihigkeit.

Das Restpotential zeigt ebenfalls keine Fehlerverstirkung, denn der Quellterm @®° ist
proportional zu o und das Restpotential auf den inneren Schichten ®;,1 < ¢ < m ist
gering (einige Prozent des Gesamtpotentials @) und fallt mit o. Da also sowohl Quell-
term als auch Volumenterm des Restpotentials mit o fallen, wird eine Fehlerverstarkung
verhindert.

5.7 Konvergenz- und Fehlerbetrachtungen

Es sollen nun einige Aussagen zur Konvergenz der numerischen Methoden gemacht werden
(Hackbusch [18], Kapitel 9.1.4 und die Kapitel 4.4 und 4.8). Die grundlegenden Definitio-
nen der Konvergenz, Stabilitdt und Konsistenz konnen ebenfalls diesem Buch entnommen
werden.

Satz 5.7.1 X sei ein Banachraum, die Projektionsfolge {Il,} mit I, € L(X, X ) sei kon-
vergent, d.h.
M,z —z X VzelX

und K sei kompakt K € K(X,X). Dann konvergieren die Operatoren K, = I, K der
semidiskreten Projektionsgleichung

Ma=9gat+Knfn gn=1Ilag (5.49)

in der Operatornorm gegen K :
|Kn—K|| =0 n—oo.

Wenn A ein regulirer Wert ist, d.h. (\[ — K)~' € L(X, X), ist die Diskretisierung (49)
durch Projektion konvergent, stabil und konsistent. Dze Projektionslisungen f, erfillen

foos F= I=K) Yy inX (5.50)

Beweis: Hackbusch [18], Satz 4.3.11

Zur Beurteilung der Brauchbarkeit der numerischen Methode hat man aufler der Konver-
genz f, — f auch die Konvergenzgeschwindigkeit in Betracht zu ziehen. Man versucht
also, eine quantitative Abschitzung des Fehlers (f, — f) fiir einen festen Diskretisierungs-
parameter n zu erhalten. Folgender Satz gibt Aufschluf iiber die Ordnung der Konvergenz:
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Satz 5.7.2 Sei X = C(D). Die Integralgleichung \f = g+ K f habe eine Lisung f €
C7(D) mit r > 0. Die Diskretisierung (49) sei stabil und die Projektion I1,, erfille

(5.48) 15 = Taflleo < e | fllom(oy (5.51)
a5chat Dann ist die Projektionsmethode konvergent von der Ordnung 7:
rischen [|f = falleo =O(n™") (5.52)
werden
hichten
. Beweis: Hackbusch [18], Satz 4.3.15
21t der
SRR Beziiglich der Konvergenzordnung werden somit Aussagen iiber die Glattheit der Losung
5% ist fvon Af = g+ K f benttigt.
e fst Fiir das Einschichtmodell liefert Satz 5.2.2 die Konvergenzordnung O(n™") beziiglich der
» Om 1181 Maximumnorm.
_:ile - Folgende Sitze sind nach Bemerkungen im Kapitel 9.1.4 [18] und nach Satz 4.4.7 [18]
=S ebenfalls auf htherdimensionale Gebiete iibertragbar und sollen zitiert werden:
Satz 5.7.3 (Fehlerordnung) f, sei die Losung der Kollokationsmethode mit stickweise
linearer Interpolation in Q = I = [a, b] und dquidistanten Stitzstellen&y, := a+(b—a)(m—
1)/(n—1), 1 < m < n. A sei reguldrer Wert des kompakten Operators K. Die Lésung f
e von A\f = g+ Kf gehére zu C}(Q). Fiir hinreichend grofies no ezistieren dic Ldsungen
eSinitio- fn (n > ng) und konvergieren von zweiter Ordnung in der Mazimumsnorm, d.h.
ommen [1F = falloo < const - hZ.
Beweis: Hackbusch [18], Satz 4.4.7
set kon- Fiir die stiickweise konstanten Ansatzfunktionen kann fiir eindimensionale Gebiete die
Konvergenz erster Ordnung in der Maximumsnorm nachgewiesen werden (Bemerkung
4.4.8 [18]). !
2K der Bessere Abschitzungen sind in schwicheren Normen, durch stirkere Regularitdtsforde-
rungen an die Lésung f oder speziell in den Kollokationspunkten méglich.
5.49) Nach Definition der Projektion II,, beim Kollokationsverfahren gilt fiir alle Kollokations-
o punkte & f(&) = (Il f)(€). Es entfillt in diesen Punkten der Fehler (f — I, f)(£), so daB
bleibt
f&) = fn(8) = (F —Maf)(€) + (Inf — fa)(€) = (I f - Fn)(€).
Dem folgenden Satz liegt eine eindimensionale Geometrie zugrunde, er kann aber wieder
g (49) auf hdherdimensionale Gebiete verallgemeinert werden:
rfillen Satz 5.7.4 (Konvergenz in den Kollokationspunkten) Sei A kein Eigenwert des In-
(5.50) tegraloperators K € K(C(I),C(I)).
(5.

1. Fir das Kollokationsverfahren mit stiickweise konstanten Ansatzfunktionen gili fir
die Kollokationspunkte £

max{|f(£) — fa(€)|} < const - -||fllzyny V fe€HY),
Konver- falls K € L(Lz(I),L‘”(I)) und
Ver h
By max{| F(€) — fa(€)]} < const - B2 - || fllgeny ¥ f € HA(D),

SIerungs-
vergenz: falls K € L(HY(I)!, L**(I)), wobei (H*)" den Dualraum des H* bezeichne.
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2. Fiir das Kollokationsverfahren mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen gilt fir die
Kollokationspunkte &

max{|f(§) — fa(E)[} < const - B*-||f|lzzqy Y € H*(I),
falls K € L(L¥(I), L=(I)).
Beweis: Hackbusch [18], Satz 4.4.17

In den Kollokationspunkten kann also unter gewissen Voraussetzungen eine sogenannte
Superkonvergenz nachgewiesen werden.

Im mehrdimensionalen Fall muf zusdtzlich der geometrische Diskretisierungsfehler be-
trachtet werden, da die Oberflichengeometrie durch Dreiecke angendhert wird. Es ergibt
sich ein zusitzlicher Fehler von

IID = Dalleo < O(h),

wobei D die Matrix (12) sei und Da die zugehdrige Matrix nach Diskretisierung der
Oberfliche (Hackbusch [18], Kapitel 9.2.4).

Fiir weitere Konvergenz- und Fehleruntersuchungen sei auf die Literatur (Wendland [58])
verwiesen.

5.8 Programmierung und Auswertung

5.8.1 Programmierung

Zu Beginn der Arbeit lag am INSERM U280 de Lyon ein Programm zur Lésung des di-
rekten Problems iiber die Randelementmethode mit Kollokation im Massenzentrum und
stiickweise konstanten Ansatzfunktionen vor (im folgenden Massenzentrumsmethode ge-
nannt). Von Interesse war ein Genauigkeitsvergleich mit der Kollokation in den Dreieck-
seckpunkten und stiickweise linearer Interpolation auf den Oberflichenelementen mit ana-
lytischer Berechnung der auftretenden Integrale (Methode der linearen Interpolation). Im
Programm sollte der Speicherbedarf dynamisch an gegebene Oberflichengitter angepafit
werden. In Lyon wurde unter dem Betriebssystem UNIX in der Programmiersprache C ein
Einschichtmodell entwickelt, welches nach der Riickkehr nach Aachen in ein Dreischichtmo-
dell erweitert wurde. Die Implementation des isolierten Problems wurde begonnen, wegen
der Dringlichkeit der Weiterentwicklung der inversen Methoden im FE-Programmsystem
CAUCHY aber nicht abgeschlossen.

Auf Kugelgeometrien existieren analytische Losungen fiir das gesuchte Potential unter
Monopol- und Dipolquelleinleitung (Zhang et al. [64], de Munck [13], Wieringa [60], Her-
leitung fiber Legendre-Polynome). An bereits implementierten analytischen Losungen fiir
ein Finschicht- und fiir ein Dreischichtkugelmodell sollte ein Vergleich der beiden Kol-
lokationsmethoden durchgefiihrt werden. Es wurden radiale und tangentiale Dipole mit
verschiedenen Exzentrizititen, d.h. Entfernungen zum Kugelmittelpunkt, verwendet.

Die drei iiberlagerten Kugeln des Dreischichtkugelmodells haben die Radien 0.0783, 0.0828
und 0.09. Die Exzentrizitit des Dipols sei definiert iiber die Dipolentfernung zum Ur-
sprung im Verhaltnis zum Radius der dufleren Kugel. Sie befindet sich somit im Bereich
0 bis 0.87 = %9783  \it Exzentrizitit 0.87 wiirde sich der Dipol somit auf der inneren

0.09
Grenzflache T'; befinden. Auch beim Einschichtmodell bedeute eine Exzentrizitit von 0.87
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ir die im weiteren Lage des Dipols auf der Kugeloberfliche.

Zwel verschieden feine Dreiecksdiskretisierungen der Kugeloberflachen wurden vom IN-
SERM U280 zur Verfiigung gestellt, 600 Dreiecke pro Oberfliche (300 Dreieckseckpunkte)
bzw. 300 Dreiecke pro Oberfliche (153 Eckpunkte).

Bei der Massenzentrumsmethode wird fiir das Einschichtmodell ein Gleichungssystem

Aa = b der Grofe M x M (M : Anzahl Dreiecke) geldst, bei der Methode der linearen
Interpolation ein Gleichungssystem der Grofle N x N (N : Anzahl Eckpunkte). Die Matri-

peie zen sind rein geometrieabhingig, bei Anderung der Quelleinleitung wird nur der Vektor b

b e verandert. Fiir die Berechnung der Geometriematrix stehen den (36 - M?) Punktoperatio-

Skt nen plus (M?) Arcustangensauswertungen bei der Massenzentrumsmethode (186 - M - N)

- Punktoperationen plus (M - N) Arcustangens- und (M - N - 3) Logarithmusauswertungen
fiir die lineare Interpolation gegeniiber.
Zur Ermittlung der EinfluBmatrix werden die Gleichungssysteme sehr hZufig fiir verschie-

 der dene Dipole bei gleicher Geometrie geldst. Somit rechtfertigt der Rechenaufwand einen
Vergleich der Kollokation im Massenzentrum mit 300 Dreiecken pro Oberfliche mit der fei-

158]) neren Diskretisierung fiir die lineare Interpolation. Die Berechnung der Geometriematrix
wird bei der linearen Interpolation und 600 Dreiecken mit 33.48 Millionen Punktoperatio-
nen, 180000 Arcustangens- und 540000 Logarithmusauswertungen gegeniiber 3.24 Millio-
nen Punktoperationen und 90000 Arcustangensauswertungen bei der Massenzentrumsme-
thode mit 300 Dreiecken mehr Rechenzeit benétigen (auf modernen Rechenanlagen einige
Sekunden).

s di- 5.8.2 Fehlerkriterien

mad Bezeichne ® die numerische und @ die analytische Losung des auf den Grenzfliichen berech-

_3 & neten Potentials. Diese sollen nun auf der dufleren Kugeloberflache verglichen werden. @,

ok sei das analytisch, @, das numerisch berechnete Potential im Massenzentrum des Dreiecks

s A,. Es wurden zwei Fehlerkriterien verwendet (Meijs [33]), der RDM (Relative difference

i measure) und der MAG (Magnification factor).

paft

" ein o

N p
4 P P
mo-

RDM := f ——————— s | Wl
egen Ty (, [, @20/ fr, @%ﬂ")

g ist ein MaB fiir den Fehler in der Topographie (Optimum RDM = 0), der
nter S @2dr
= MAG:= Y2
1 fiir fr‘p v

Kol- gibt AufschluB iiber den Fehler in der Amplitude (Optimum MAG = 1).
mit

5.8.3 Diskussion der Ergebnisse im Kugelmodell

1328 Im Programm wurden simple Quadraturformeln zur Berechnung der Fehler implementiert.
Ur- Der RDM wurde iiber
eich .

M
cren RDM = On &
0.87 n_ oM s24(8,) /TG,

) A(Ly) (5.53)
FA(An)
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Abbildung 5.1: RDM und MAG fiir die Quelleinleitung iiber einen Stromdipol im Ein-
schichtmodell; oben radiale, unten tangentiale Ausrichtung.

bestimmt, der MAG iiber

VM, 824(A,)
VEN, 824(An)

Seien die Eckpunkte des Dreiecks n mit x§, x} und x3 und das zugehdrige Massenzentrum
mit xZ bezeichnet.

Fiir die Methode der linearen Interpolation wurden aus den berechneten Potentialen auf
den Dreieckseckpunkten iber

B(xE) = B(xB)hg(x2) + D(x1)AT(x2) + ©(x3)h3 (x7)-
det(x2, x},x3) det(x],x2, x3)

MAG =

. (5.54)

det(xg, x}, x2)

- é n T n [ﬁ n
[xc‘)det(xf]',xi‘,xg] T (I)(xl)det(xg,x’f,xg) % (Xz)det(xg,x‘f,x‘z‘)
. n .o .n . n 0 I _ A R PPN
‘I’(Xg)dEt(xi’xi’xﬁ] @(x?)det(xg,xi,xi) + (I)(xg)det(x;,xg?xi)
det(x§, x7,%3) det(xg, x7, x3) det(xg,x7, x3)
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Abbildung 5.2: RDM und MAG fiir die Quelleinleitung iiber einen Stromdipol im Drei-
schichtmodell; oben radiale, unten tangentiale Ausrichtung.

2 n n n
e < Xer X(i41)mod3 X X(i4+2)mods =
= X < X§,X] X X3 >

(5.55)

die Potentiale im Massenzentrum berechnet.

Diese Vorgehensweise wird sich sicherlich zuungunsten der Methode der linearen Interpo-
lation auswirken. In den Kollokationspunkten kann nach Kapitel 5.7 eine bessere Konver-
genz erwartet werden, so daf die Methode der linearen Interpolation durch die Auswertung
im Massenzentrum benachteiligt ist. ® wird zudem fiir den linearen Ansatz nicht exakt
integriert.

Die Abbildung 5.1 zeigt Topographie- und Amplitudenfehler bei radialer bzw. tangentialer
Quelleinleitung durch einen Stromdipol fiir das Einschichtmodell. Trotz Benachteiligung
der linearen Interpolation durch die Fehlerformeln erkennt man die bessere Approxima-
tion des gesuchten Potentials im Vergleich zur Massenzentrumsmethode. Mit steigender
Exzentrizitit des Dipols nimmt die Genauigkeit beider Kollokationsmethoden stark ab.
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Abbildung 5.3: Einflu8 der globalen Netzdichte GD in Dreiecken /em? und Dipolexzentri-
zitit auf RDM und MAG im Dreischichtkugelmodell (aus Yvert et al. [62]).

Die grobe Vergitterung der Kugeloberfliche reicht nicht mehr aus.

Die Abbildung 5.2 zeigt Topographie- und Amplitudenfehler bei radialer bzw. tangentialer
Quelleinleitung durch einen Stromdipol fiir das Dreischichtmodell ohne Isolation der Kno-
chenschicht. Wie schon beim Einschichtmodell zeigen sich Vorteile der Kollokation mit
linearen Ansatzfunktionen und analytischer Berechnung der Integrale. Teste mit Qua-
draturverfahren hoherer Ordnung fiir das analytische Potential und exakter Integration
von ® sollten durchgefiihrt werden, da sie diese Vorteile stirker herausstellen werden. Im
Vergleich Dreischichtmodell mit linearem Ansatz ohne Isolation der Knochenschicht gegen
Kollokation im Massenzentrum mit isoliertem Knochen (ohne Abbildung) zeigt sich bei
tangentialem Dipol mit einer Exzentrizitit von 0.8, wie wichtig die gesonderte Behandlung
des Potentials auf den Schichtgrenzen innerhalb der Knochenschicht ist (RDM 0.755 gegen
0.7217, MAG 2.181 gegen 1.3426).

Fiir beide Methoden fiihrt eine hohe Exzentrizitat zu grofien numerischen Fehlern. Néhert
sich eine Quelle der inneren Grenzschicht, so weist das Potential auf der Grenzflache in
der Nihe der Quelle einen grofen Gradienten auf. Hier reicht die grobe Vergitterung der
Kugeloberflachen nicht mehr aus und es ergeben sich groflere Fehler.

Am INSERM U280 wurde die numerische Genauigkeit der Massenzentrumsmethode mit
Isolation der Knochenschicht im Dreischichtkugelmodell anhand der analytischen Lésung
fiir sechs verschieden feine Oberflichenvernetzungen untersucht (Yvert et al. [62]). Es wur-
den globale Netzdichten (GD, Global Density) von GD= 0.16 bis GD= 1.33 Drelecken pro
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Abbildung 5.4: Einfluf der lokalen Netzverfeinerung LD im Dreischichtkugelmodell auf
RDM und MAG fiir Dipole auf der z-Achse mit verschiedener Exzentrizitdt(aus Yvert et

al. [62]).

Quadratzentimeter getestet, die zugehdrige Anzahl Dreiecke wird mit N bezeichnet (Ab-
bildung 5.3). Eine Dipoltiefe von 78.3 mm entspricht einer Exzentrizitét 0, eine Dipoltiefe
von 1.8 mm der Exzentrizitit 0.85. Setzt man die Akzeptanzschwelle fiir den RDM-Fehler
bei 5% an, so sieht man, daB selbst bei einer globalen Netzdichte von GD= 1.33 der
Topographie-Fehler fiir oberflichennahe Quellen nicht zu akzeptieren ist.

Es wurden dann lokal verfeinerte Netze getestet [62]. Die Dipole wurden auf der z-Achse
mit verschiedener Exzentrizitit gesetzt. Die lokale Netzdichte (LD, Local Density) wurde
von LD= 2.8 bis auf LD= 18 Dreiecke pro Quadratzentimeter erhbht. Bei einer loka-
len Netzdichte von ca. 10 Dreiecken pro Quadratzentimeter blieb der Topographiefehler
auch fiir stark exzentrische Dipole unter 5%. Der MAG bewegte sich fiir alle getesteten
Exzentrizititen zwischen 0.9 und 0.95 und scheint stirker von der globalen Netzdichte
abzuhdngen.

5.8.4 Numerische Tests in realer Geometrie

Anhand von Kernspinresonanz-Tomographie-Bildern wurden die Oberfléchen von Kopf-
haut, Knochen und Hirn rekonstruiert und vernetzt (siche Abbildung 5.5). Da fiir die
reale Geometrie keine analytische Berechnung des Potentials mehr mdglich ist, wurden
auf einem sehr feinen Gitter (globale Netzdichte 1.3 und lokale Netzdichte 15 Drelecke
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Abbildung 5.5: Test in realer Geometrie: Dipole mit verschiedener Exzentrizitat in rechter
temporaler Region und Vergleich der berechneten Potentialwerte an 66 Elektrodenorten;
oben das Referenzmodell, darunter die am Referenzmodell getesteten Netze; rechts die
Abweichungen von den Potentialwerten des Referenzmodells fiir tangentiale (RMS-T) und
radiale Dipole (RMS-R) verschiedener Exzentrizitdt (aus Yvert et al. [62]).

pro cm?, insgesamt 6016 Dreiecke pro Oberfliche) fiir radiale und tangentiale Dipole
Referenzlosungen an 66 Elektrodenpositionen (gemif internationalem 10-20 System) er-
mittelt. Die Losungen anhand von groberen Gittern wurden dann an diesen 66 Punkten
mit der Referenzldsung verglichen und der Fehler RMS ausgewertet. RMS.T steht fiir
tangentiale, RMS.R fiir radiale Dipole. Die ersten getesteten Netze (set 1) wurden nicht
lokal verfeinert. Es wurden die Potentialwerte an den Elektrodenpositionen bei globalen
Netzdichten zwischen GD= 0.25 und GD= 1.3 Dreiecken pro Quadratzentimeter mit der
L3sung des Referenzmodells verglichen. Fiir exzentrische Dipole ergaben sich wieder in-
akzeptable Abweichungen. Im weiteren wurden dann im temporalen Bereich verfeinerte
Netze verwendet. Bei lokaler Verfeinerung im Bereich LD= 3.2 und globaler Netzdichte
von GD= 0.9 konnte der RMS auch fiir exzentrische Quellen unter 15 % gedriickt werden.
Tiefe Quellen sind weniger problematisch.
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Kapitel 6

EinfluBmatrix und Vergleich der
direkten Methoden

6.1 Die EinfluBmatrix

Die dem direkten Problem zugrundeliegende quasistatische Differentialgleichung (3.1) ist
linear; zwei Quellen erzeugen eine Potential- bzw. FluBverteilung, die sich als Summe
der Verteilungen der einzelnen Quellen ergibt. Um rechentechnisch effiziente Algorith-
men fiir das inverse Problem entwickeln zu kénnen, wird diese Linearitdt in Form ei-
ner EinfluBmatrix genutzt. In der EinfluBmatrix werden spaltenweise die iiber eine di-
rekte Methode (FE- oder BE-Methode) berechneten Potentialwerte an den Elektroden-
orten bzw. magnetischen FluBwerte an den Detektororten gespeichert, die von einer im
Einfluiraum liegenden Referenzquelle normierter Quellstirke erzeugt werden. Der Ein-
fluiraum definiert sich dabei {iber diejenigen physiologischen Strukturen, die als Gene-
ratoren der gemessenen Feldgrdfien in Frage kommen. Sinnvoll ist es zum Beispiel, eine
Fliche innerhalb des Cortex in ein Netz zu vergittern und an den nj,r Knoten dieses Git-
ters (EinfluBiknoten) die Quelleinspeisung zuzulassen. Der Einfluiraum setzt sich dann
aus allen ni,s Einfluknoten zusammen. Auch tiefer liegende graue Substanz (z.B. Tha-
lamus) kann zum EinfluBraum gezihlt werden. L&8t man zunichst zu, dafi an jedem
EinfluBknoten eine Quelleinspeisung in jede Raumrichtung nyien moglich ist, so ergibt sich
eine Binflufmatrix E mit einer Anzahl nins - nscn Spalten. Der Anzahl Zeilen von E ent-
spricht die Anzahl m an Mefabnehmern (EEG und MEG). Der Vektor der Quellstérken
an den verschiedenen EinfluBknoten in Richtung der drei kartesischen Einheitsvektoren
sei im weiteren mit s bezeichnet. Mit Hilfe der EinfluBmatrix ergibt sich eine rechentech-
nisch effiziente Mdglichkeit, den Vektor v der resultierenden Potentiale bzw. Flisse an
den Meflabnehmern fiir eine gegebene Quellverteilung zu berechnen:

Es=v. (6.1)

Die Einfluimatrix wird durch niu-nricn (in der Praxis ca. 3000 bis 12000) Vorwirtslosungen
iiber eine direkte Methode bestimmt.

6.2 Vergleich von FE- und BE-Methode

In diesem Unterkapitel sollen die beiden vorgestellten direkten Methoden vom theoreti-
schen und praktischen Standpunkt aus miteinander verglichen werden.
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Bei der BE-Methode kann beim Ubergang vom dreidimensionalen Volumenleiter auf die
zweidimensionalen Leitfdhigkeitsgrenzfliachen eine Dimension gewonnen werden, innerhalb
derer analytisch gerechnet wird. Stellt sich das Modell des schichtweise homogenen, iso-
tropen Leiters fiir den Kopf auch in Zukunft als akzeptabel heraus, so kann die Transfor-
mation der Differentialgleichung (3.1) in die Integralgleichung (5.7) als theoretisch sinn-
voller Ansatz bewertet werden. Die Differentialgleichung ist auch bei Anisotropie und
inhomogener Leitfihigkeit innerhalb der Schichten giiltig, wo die Transformation in eine
Integralgleichung ihre Berechtigung verliert. In der medizinischen Anwendung sind Pati-
enten interessant, deren Schadelknochen ein Loch aufweist. Das Loch fiihrt zu verdnderter
Potentialverteilung (Bertrand [4]) und muff beachtet werden. Dieser Anwendungsfall ist
iiber die Methode der finiten Elemente leicht zu modellieren, indem den finiten Elementen
des Lochs die Leitfahigkeit der Kopfhaut zugewiesen wird.

Die Generierung einer Oberflichenvernetzung 148t sich im allgemeinen leichter durchfiihren
als eine Volumenvernetzung. Allerdings miissen auch hier die Schichtgrenzen ermittelt wer-
den, was eine nicht einfache Aufgabe darstellt.

Nach der Diskretisierung fiihrt ein Kollokationsansatz bei der BE-Methode zu vollbesetz-
ten, unsymmetrischen m x m-Matrizen. Beim FE-Ansatz erhilt man grofle, aber diinn-
besetzte, symmetrische und positiv definite n X n-Matrizen mit einer Bandbreite v =~ 30.
Somit kann ein entscheidender Vorteil der FE-Methode beziiglich des Speicheraufwands er-
zielt werden. Auch bei feinen Gittern ist die Vorwértslosung ohne Auslagerung von Teilen
der Geometriematrix durch das Betriebssystem (Paging oder Swapping) moglich, was im
Hinblick auf das vielfache Losen des Vorwiartsproblems beim Erstellen der Einflufimatrix
einen entscheidenden Vorteil erbringt.

Bei Verwendung der konjugierten Gradienten werden in jedem Iterationsschritt (y 4 5)n
Multiplikationen und Additionen ausgefiihrt. Die Konvergenz des Verfahrens nach n
Schritten ist gesichert, in der Praxis werden aber nach bereits 3(n) - n Schritten aus-
reichende Genauigkeiten erzielt. Zur Konvergenz des CG-Verfahrens sei folgender Satz
zitiert:

Satz 6.2.1 Fiir das CG-Verfahren gilt mit jedem Startvektor @9 € R™

k

T e b L T
Veond(A) +1
L —
=K

wobei ||x||4 1= V%" Ax die Energienorm bezeichne.

Beweis: Braess [5], Satz 3.7

Zum Begriff der Kondition einer Matrix cond(A) sei auf Definition 7.2.4 verwiesen. Mit
feiner werdender Diskretisierung A — 0 steigt die Konditionszahl der Steifigkeitsmatrix
fiir elliptische Probleme bei Verwendung stiickweise linearer Elemente cond(A) = O(h™2)
(Hackbusch [17], Kapitel 8.8). Damit nahert sich der Konvergenzfaktor K im obigen Satz
der 1 und die Konvergenz ist theoretisch kaum noch gesichert.

In der Praxis wurde fiir # = 17000 nach ca. 170 Schritten eine geniigende Genauigkeit
erzielt (B(n) =~ 0.01).
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die Bei der BE-Methode kann die Geometriematrix aufgrund der geringeren Gréfe iiber di-
alb rekte Verfahren einmal zerlegt werden (QR-Zerlegung oder LR-Zerlegung mit Pivotisie-
SO- rung) und durch simples Vorwarts- und Riickwértseinsetzen kann dann das Gleichungs-
or- system gelést werden. Das Aufstellen der EinfluBmatrix wird gegeniiber der FE-Methode
nn- um einen Faktor 5 bis 10 beschleunigt, solange kein Paging notig wird.
ind
ine Ein entscheidender Nachteil der BE-Methode scheint die Notwendigkeit der lokalen Netz-
atl- verfeinerung fiir exzentrische Quellen zu sein. Die FE-Methode reagiert scheinbar aufgrund
ter der insgesamt hoheren Zahl an finiten Elementen weniger empfindlich. Diese Vermutun-
ist gen sollten allerdings durch Simulationen nachgewiesen werden. Ahnliche Uberlegungen
ten kénnen beziiglich des Quellmodells durchgefiihrt werden. Die Grenzfliche Cortex/Liquor
liegt nicht sehr weit von der Quelle entfernt, sodaf$ beim BE-Modell durch die vereinfachte
ren Quelleinleitung des Stromdipols (3.6) Fehler auf den in der Umgebung der Quelle lokali-
rer- sierten Cortexoberflichenclementen einhergehen. Aufgrund der insgesamt geringeren Zahl

an Oberflichenelementen kénnten sich diese fehlerhaften Potentialwerte starker in der Po-

tentialverteilung an den Referenzelektroden (Fernzone) und im magnetischen Fluf an den
tg- Detektororten auswirken. Beim FE-Ansatz wird eine ungenaue Quelleinleitung zwar in der
nn- Umgebung der Quelle ebenfalls Fehler in den Potentialwerten verursachen, wahrscheinlich
30. aber fallen diese weniger stark ins Gewicht.

1S~
atz




Kapitel 7

Das inverse Problem

Im Rahmen des inversen Problems werden Quellen gesucht, deren Summenpotential an
den Elektrodenorten bzw. deren magnetischer Summenfluf an den Detektororten die ge-
messenen Potentiale (EEG) bzw. Fliisse (MEG) unter Einbezichung des Rauschens ,ideal
approximieren. Die Lésung des inversen Problems, d.h. die Rekonstruktion der Quellver-
teilung aus der bekannten Feldverteilung, ist ohne Zusatzinformation nicht eindeutig losbar
(Helmholtz [20], Wang [57]). Erschwerend kommt hinzu, daf nur wenigen Mefkanglen eine
Vielzahl an EinfluBknoten gegeniiberstehen. Radiale Quellen erzeugen zudem eine ma-
gnetisch kaum erfafibare Feldverteilung (siehe Kapitel 3.5). Ein weiteres Problem ist das
unvermeidbare Rauschen in den gemessenen Feldgrofen. Es ergibt sich folgendes Problem:

||Es — ve||3 = (Bs— v) B(Es — v°) < min. (7.1)

Im Vektor v¢ werden die MeBwerte von EEG und MEG abgelegt. B = C¥( ist eine po-
sitiv definite Diagonalmatrix, welche eine Wichtung der Mefkandle vornimmt. Aus dem
Pristimulus kann die Varianz fiir jeden der MeBkanile ermittelt werden. Damit ist es
moglich, die einzelnen Kanéle zu gewichten. Die EEG-Kanile mit ihrem durchschnittli-
chen Signal-Rausch-Verhdltnis (SN, Signal to Noise) von SN = 10 werden ca. zehnfach
schwicher gewichtet als die MEG-Kanile, die ein durchschnittliches SN von 100 aufweisen.
Bezeichnet man mit ¢; das Rauschen des Kanals 4, so wird das SN iiber

e

il
SN.:;—I-G—i-T

definiert.

7.1 Medizinische Zusatzbedingungen

Ohne Zusatzbedingungen ist das inverse Problem im allgemeinen stark unterbestimmt.
Die Anzahl Unbekannter ninf * Tirich 15t wesentlich grofer als die Anzahl m an MeBwer-
ten. Uber physiologische und anatomische Uberlegungen kann diese Uberbestimmtheit
zunichst gemindert werden.

e Vom Experiment abhdngige physiologische {Tberlegung: Heutzutage wird der Cor-
tex in primar motorische, primar sensorische, motorische und sensorische Regionen
hoherer Ordnung und in die assoziativen, d.h. unspezifischen Regionen aufgeteilt
(siehe Abbildung 2.7). Je nach dem den Mefwerten zugrundeliegendem Experiment
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kann eine starke Einschrankung des Einflufiraums durch bereits bekannte funktio-
nelle Topographie vorgenommen werden.

e Anatomische Zusatzinformation: Die apikalen Dendriten der inneren Pyramiden-
schicht liegen parallel zueinander und senkrecht zur Cortexoberfliche (siehe Abbil-
dung 2.3). Die Richtung der Quelleinleitung an den Einfluknoten kann also als senk-
recht zur lokalen Cortexoberfliche angenommen werden. Es ergibt sich ngen = 1.
Diese Annahme wird im weiteren mit NC (NormalenConstraint) bezeichnet, OC
bezeichnet eine Quellsuche ohne diese anatomische Zusatzbedingung.

e Weitere physiologische Zusatzinformation: Fiir nahe beieinanderliegende Dendri-
tenverbinde A und B kann ein Stromfluf zur Cortexoberflache hin innerhalb des
Dendritenverbands A bei gleichzeitigem von der Cortexoberfliche weg in die Tiefe
gerichtetem FluB des Verbands B ausgeschlossen werden. Diese physiologische Uber-
legung fiihrt auf das Konzept der spiter diskutierten Regularisierung.

Legt man den Schwerpunkt der Modellierung auf die Regularitdt der Quellverteilung, 1aBt
sich ein beliebig unterbestimmtes System in einer Weise mit Zusatzinformation fiillen, daf
cine eindeutige Losung von mathematischer Seite gewihrleistet ist. Dieses Modell wird in
Kapitel 7.3 diskutiert.

Schwerpunkt dieser Arbeit ist das Modell der scharfen inversen Quellsuche. Medizinisch
interessant ist die Suche nach einigen wenigen Zentren fokaler Aktivitdt (Buchner et al. [7]).
Trifft man die Annahme, daf weniger Quellen aktiv sind, als MeBkanile zur Verfiigung
stehen (unter der Zusatzbedingung des NC), so fiihrt diese Annahme auf ein mathematisch
sinnvoll zu 15sendes Modell.

7.2 Scharfe inverse Quellsuche

Fiir die scharfe inverse Quellsuche wird die Annahme gemacht, daf nur einige wenige
Quellen ngp aus dem Einflufiraum mit niys EinfluBknoten aktiv sind. Zunéchst sollen
einige Bezeichnungen eingefiihrt werden. Sei im folgenden

B =i vty
die Menge der Einflufknoten und
Q:={g= (1,1 Gng,) : 3FE[L,-ostund :¥VE=1,...,naip Gr =12 A Yk F#1 g 7 @}

die Menge aller ngijp-Quellorttupel aus der Menge Inf der EinfluBknoten. Mit E, sei
die zum 7ngp-Quellorttupel ¢ korrespondierende EinfluBmatrix bezeichnet. Es wird nun
angenommen, dafl 1 := Ndip * Nrich kleiner wird als die Anzahl m der MefBkandle und das
Gleichungssystem CE,;s = Cv® mit B, € R™*"*, ' € R™*™, s € R™ und v* € R™
iiberbestimmt ist. Bezeichnet man mit

R(E):={veR™:3s€ R" mit Es=v}

das Bild und mit
N(E):=={s€R": Bs=0}

den Kern des linearen Operators F, dann folgt aus der Annahme, daf die unverrauschten
MeBwerte v dem ngip-Quellorttupel § € Q entstammen: v € R(Ejz). Die naip Quellorte
kénnen dazu beliebig ohne Wiederholung der Menge Inf entnommen werden. Damit gilt
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es, folgendes Problem zu 1sen:

Finde das ngip-Quellorttupel g € Q und den zu diesem Quellorttupel korrespondie-
renden Quellstirkevektor s € R™, welche

F(g) = || ;s = vI| £ min (7.2)

.. -
' mit unverrauschten Mefwerten v losen. J

Dieses Minimierungsproblem beinhaltet zwei verschachtelte Probleme.

Zunichst muB ein medizinisch und mathematisch sinnvolles Modell fiir die Beschaffenheit
des Graphen des Funktionals F entwickelt werden. Jede Funktionalauswertung beinhal-
‘et das Aufstellen der zu g korrespondierenden EinfluBmatrix E, und die anschliefende

Ermittlung des Quellstirkevektors s, der das Problem ||Egs — vi| ~ min 16st. Die MeB-
daten liegen aber nur im verrauschten Zustand v¢ vor. Im Unterkapitel 7.2.2 werden
Lésungsmdglichkeiten fiir dieses Problem vorgestellt.

Das zweite Problem besteht darin, mit praktikabler Rechenzeit aus der Menge Inf aller
Sinfluknoten das Quellorttupel zu ermitteln, welches F global minimiert.

7.2.1 Bestimmung der Quellorte

Theoretisch wire es mdglich, alle

Tinf | _ Pin!
naip ] (inf — Pdip)! Ndip!
dip Tinf dip dip

Kombinationen der Wahl von ngip, Quellorten ohne Wiederholung aus 7inf EinfluBknoten
-uf den Wert ihres Funktionals zu testen, praktisch ist diese Methode aber aufgrund der
Berechnungsdauer nicht zu gebrauchen. Aus der kombinatorischen Optimierung stammt
=in Algorithmus, der die Suche nach dem globalen Minimum auf einem diskreten Git-
wer in akzeptabler Rechenzeit ermdglicht, das Simulated Annealing (SA). Es bildet den
ProzeB des langsamen Ausgliihens (Annealing) eines zuvor bis zur Schmelze aufgeheizten
Festkdrpers nach. Wird der AbkiihlprozeB nur langsam genug vollzogen, so findet das
Hristallgitter des Festkfrpers am Ende des Annealingprozesses den regelmaBigsten und
spannungsarmsten Zustand, das globale Energieminimum. Friert man den aufgeheizten
Testkérper dagegen schuell ein, wird nur ein lokales Minimum erreicht und es bleiben
Spannungen im Kristallgitter. Beim Simulated Annealing wird analog zu diesem Prozef
Zurch Steuerparameter der Endzustand eines Minimierungsprozesses bestimmt. Wird nur
‘zngsam genug abgekiihlt, wird das globale Minimum des betrachteten Prozesses gefunden
Aarts [1]).

B=i hohen Temperaturen ist die Beweglichkeit der Atome im Festkdrper und somit die
“Wahrscheinlichkeit einer Lageverinderung erhsht. Kiihlt man langsam herunter, so dndert
sich proportional zum Abkiihlen auch die Beweglichkeit. Im Algorithmus des Simulated
4nnealing wird dieser Prozess iiber das Metropoliskriterium ([35]) simuliert.

I Abbildung 7.1 wird die Ubertragung des Simulated Annealing Algorithmus auf die
<-harfe inverse Quellsuche der Implementierung in CAUCHY (Beckmann[3]) folgend im
FluBdiagramm dargestellt.

Bei jedem Durchlauf der inneren Schleife wird zu konstanter Temperatur ¢ ein Quellort
Zer aktuellen Kombination g zufallig verandert und als temporire Quellortkombination
0 Gymp gespeichert. Zu gomp wird, wie in Unterkapitel 7.2.2 beschrieben, das Funktional
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‘Wiihle Startkombination g,
duw=dy, =bignums, (=1L, n, =0

e

A Py = Pogey =0 J
Tausche in g, zufillig einen Quellert: g,
Ap=h.,+1

v

| Berechne 4, 20 g, |

dif <0 Aoy Ermirle Zufallszahl
rande [ﬂ,l]
v '
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1
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‘ Ergebnis: Gope 4, I

Abbildung 7.1: FluBdiagramm des Simulated Annealing Algorithmus.

F(gtmp) = dimp ausgewertet. Ist dimp kleiner als das bisher ermittelte Optimum dopt,
wird die Quellkonfiguration samt MeBwertdiskrepanz als optimale Anordnung abgelegt.
Die temporire Kombination wird zur aktuellen, wenn deren Defekt zu den Mefiwerten
geringer ist als d.. Gerade bei hoher Temperatur des Systems wird aber auch eine
Verschlechterung beziiglich des Defekts in Kauf genommen. Die Kopplung der Akzep-
tanz schlechterer Quellortkonfigurationen an die Temperatur des Systems wird iiber das
Metropoliskriterium gesteuert. Ist das Metropoliskriterium erfiillt, wird eine Defektver-
schlechterung und damit das temporire Quellorttupel ¢imp akzeptiert. Zu Anfang werden
bei hoher Temperatur Verschlechterungen hiufig angenommen. Damit soll vermieden
werden, in einem lokalen Minimum gefangen zu bleiben.

Die Temperatur wird gesenkt (um ca. 2-3%), wenn entweder die Anzahl akzeptierter

Quellorttupel die Anzahl an EinfluBpunkten erreicht oder die Anzahl aller getesteter Tupel
grofer wird als ein Vielfaches von mjns. Der Algorithmus pafit sich somit der Grofie des
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Einflufiraums an.

Simulated Annealing wird beendet, wenn ein Maximum an Quellorttupeln getestet wurde
oder wenn der Defekt einer Quellortkonfiguration zu den MeBwerten unter eine Toleranz-
schranke fallt.

7.2.2 Berechnung der Quellparameter Richtung und Starke

In jedem Schritt der kombinatorischen Optimierung muf die Aufgabe ||E,,, s — vi| zu
einer gegebenen Quellortkombination gymp gelost werden. Sei im weiteren E := E, .
Wihlt man als Norm die Betragssummennorm || - ||; oder die Maximumsnorm || - ||co, S0
158t sich die Aufgabe auf eine lineare Optimierungsaufgabe zuriickfiihren. Im Rahmen
dieser Arbeit wird der Defekt ||Es — v|| in der euklidischen Norm || - || gemessen. Man
spricht von einem linearen Ausgleich nach der Methode der kleinsten Quadrate oder von
einem linearen Ausgleichsproblem.

Die Mefdaten liegen nur im verrauschten Zustand vor. In Kombination mit einer soge-
nannten schlecht-konditionierten Einflufmatrix £ kann ohne besondere Behandlung des
Ausgleichsproblems die Losung s¢ des Problems

|| Es® — vE||2 = min

extrem stark von der gesuchten Ldsung s abweichen.

Zuniichst soll ein kurzer Uberblick iiber die Lésungsmoglichkeiten von linearen Ausgleichs-
problemen gegeben werden, die einfiihrenden Biichern in die numerische Mathematik ent-
nommen wurden (Himmerlin [19],Werner [59]). Die Unterkapitel 7.2.2.2 und 7.2.2.3 zei-
gen Méglichkeiten auf, dem Rauschen in den Mefdaten in Kombination mit schlecht-
konditionierten EinfluBmatrizen zu begegnen.

7.2.2.1 Grundlagen zum Problem des linearen Ausgleichs

Satz 7.2.1 [59] Seien E € R™*", v € R™ mit m > n und das lineare Ausgleichsproblem

[|Es = v||2 < min, s€R™ (7.3)

gegeben. Dann gilt:

1. s* ist genau dann eine Ldsung von (3), wenn die sogenannten Normalgleichungen,
E Es* = E™v, erfillt sind.

i)
gt. 2. Die Menge L der Lésungen von (3) ist ein nichtleerer af finer Teilraum des R",
en d.h. mit 1,8 € L gilt (1—A)s1+ Asg € L fiir alle A € R. Zusdtzlich gilt E's; = Es;
ine flir sy,s9 € L.
Ea,s 3. Problem (8) ist genau dann eindeutig l6sbar, wenn rang(E) = n gilt.
'{er- 4. Unter allen Lésungen von (3) gibt es genau eine Losung s™ mit minimaler euklidi-
=i scher Norm.
len
Beweis: 1.-3. siehe [59]
ter Zu 4.: Es ist zu zeigen, daB die Aufgabe
pel

des [Is|]2 = min auf L == {s € R*: E¥ Es = E'v}
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eine eindeutige Losung besitzt. L ist eine abgeschlossene, aber nicht notwendigerweise be-
schrankte (falls rang(F) < n) Menge. Man wihle nun ein beliebiges s* € L und betrachte
die Menge U = {s € R*: lIsllz < |ls*|l2}. U ist als abgeschlossene und beschrinkte
Menge auf dem endlichdimensionalen linearen normierten Raum R"™ kompak®. LNU ist
nun als Durchschnitt einer abgeschlossenen und einer kompakten Menge kompakt, so daBl
die stetige Funktion |-z auf LNU ihr Minimum annimmt. Damit ist die Existenz einer
Losung bewiesen.

Es seien nun sy,sz € L Losungen minimaler Norm. Nach Teil 2. gilt (s1 +82)/2 € L und
aus der Normminimalitét folgt l[s1]lz = lls2ll2 < 1|[s1 + sell2- Nach Dreiecksungleichung
ist aber

L+ el < 3 (Il + lall) = sl = Vsl
so daB L|jsi + 523 = l|s1/13 = |Is2||3 folgt. Damit ist aber

lls1 —s2ll3 = [Is1]2 =2 < s1,82 > +is2!l3
= |lssli2 = (llsn +s2lif - lIsall2 — lisall3) + llsell2
= 2(||sall? + lls2li3) — llsa + s2ll3
0

und somit s; = sg, d.h. die Eindeutigkeit der L&sung minimaler Norm.

q.e.d.

Geht man zunichst davon aus, daB rang(E) = n gilt, dann kann das Ausgleichsproblem
(3) in der folgenden Weise geltst werden: Durch sukzessive Multiplikation von E und v
von links mit geeigneten Householderspiegelungen oder Givensrotationen [59] bestimmt
man eine orthogonale Matrix Q € R™*™ derart, daf

rm_p| B In r | C In
¢ E_R-_( 01) Ym—n und @ v*(d) tm—n

mit einer oberen Dreiecksmatrix R; € R™*™ gilt. Esist damit

1Bs - v = 10" Bs - QI3 = I ( 1 ) - ( 5 ) 13 = |1 Rss — ell3 + 11l

und durch Riickwirtseinsetzen 15t sich aus R;s = c die eindeutige Losung ermitteln. Gilt
v € R(E), dann ist das Residuum d = 0. Man beachte, daB die Koeffizientenmatrix K
des reduzierten Systems die gleiche Kondition besitzt wie die Einflufmatrix E, die QR-
Zerlegung ist also konditionsstabil (siehe Unterkapitel 7.2.2.3 bzgl. der Kondition einer
Matrix).

7.2.2.2 Die verallgemeinerte Inverse

Im allgemeinen kann nicht davon ausgegangen werden, daf die Einflufmatrix E vollen
Rang besitzt.
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Fiir die scharfe Lésung mit kombinatorischer Optimierung zur Ermittlung der Quellorttu-
pel tritt allerdings eher das Problem einer annihernden linearen Abhangigkeit der Spalten
der Einflufmatrix auf. Zudem k&nnen die MeBwerte nicht unverrauscht ermittelt werden.
Die Kombination fiihrt zu einem sogenannten schlecht gestellten Problem, fiir das ,,feinere®
Lasungsmethoden notwendig werden.

Definition 7.2.1 [19] Sei E € R™*" mit m > n und rang(E) = r eine reelle Mairiz.

FEine Zerlegung der Form
E=UZV",

in der U € R™*™ und V € R™"*" orthogonale Mairizen und die Mairiz
¥ = diag(sty -+ 950 0y -+, 0) € R™*®
Diagonalmatriz sind, heift eine Singuldrwerizerlegung der Einflufmatriz E.

Satz 7.2.2 (Satz iiber die Existenz einer Singularwertzerlegung) [19/
Sei E € R™*™ mit m > n und rang(E) = r. Die Eigenwerte von E'"E seien bezeichnet
durch

}‘12)‘22 ---zAr>U=Ar+1:---=’\ﬂf

das zugehdrige Orthonormalsystem von Eigenvektoren mit vi,...,v,. Dann ist u; ==
éEv; mit ¢ = +vA;, 1 < i < r ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren von EE™
zu den Figenwerten Ay, ...\.. Dieses System lGfit sich zu einer Orthonormalbasis des R™
ergdnzen: Uy, ...Uy. Setd manV = (v1,...,V,), U= (uy,...,un) und

8 2 D 5 G Dy e, ) € RV,
so besitzt E die Singuldrwertzerlegung
B TRV
Der Wert ¢; wird als i-ter Singuldrwert von E bezeichnet.

Beweis: Himmerlin [19]

Es sei bemerkt, daB die Singulirwerte einer Matrix und damit die Diagonalmatrix X
sindeutig bestimmt sind. Fiir die Transformationsmatrizen U und V' gilt das wegen der
moglichen Vielfachheit der Eigenwerte von E' E nicht.

Mit Hilfe einer Singulirwertzerlegung kann die Definition der Inversen einer reguldren
Matrix auf beliebige rechteckige Matrizen, insbesondere auf singuldre Matrizen fibertragen
werden.

Definition 7.2.2 Sei E € R™*™ mit m > n und r := rang(E) eine reelle Matriz. Sei
U"EV =5
eine nach Satz 7.2.2 ezistierende Singuldrwertzerlegung. Mit der n X m-Matriz
S o=diag(l/s1, . cvs 163 0, 051 0)

heifdt
Et :==VItU" e R

verallgemeinerte Inverse oder Pseudoinverse von E.
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Die Wohldefiniertheit der verallgemeinerten Inversen ist noch unklar, da die Transforma-
tionsmatrizen U und V nicht eindeutig bestimmt sind. Dieses zeigt der folgende Satz:

Satz 7.2.3 (Wohldefiniertheit der verallgemeinerten Inversen) [59] Sei E € R™*"
mit r := rang(E). Dann gilt:

1. Ist ET € R™*™ eine Pseudoinverse zu E, so gelien die Aussagen
EEt = (EET)", EYE=(EtE)", EEYE=E, ETEEt=E".
2. Durch die Eigenschaften
EF = (EF)", FE=(FE)", EFE=FE, FEF=F

ist eine Matriz F € R™™ eindeutig bestimmi. Insbesondere ist die verallgemeinerte
Inverse einer Mairiz wohldef iniert.

Beweis: Zu 1.: Sei E = UZV? cine Singulirwertzerlegung der Einflufimatrix und E¥ =
VETU™ eine zugehérige Pseudoinverse. Dann ist

- tr +rrir _ + rrir
EEt =UZYV IVE Ut = ULt

Bt = diag (oo L0, 000 0) € R
eine symmetrische Matrix, also EET = (EE*)™. BEntsprechend zeigt man, daf ETE

symmetrisch ist. Ferner gilt

+ tr + yrir ir __ + ir
EEtYE=UnV"VYE WIUEV _UEEESV =E
=I L i

wegen

und entsprechend EYEEY = ET.
Zu 2.: Angenommen, F,G € R™*™ besitzen die genannten Eigenschaften. Dann ist

F = FEF=F(EF)" = FF"E" = FF"E"G"E" = F(EF)"(EG)"
(FEF)EG = FEG = (FE)"G = (FE)" (GEG) = (FE)"(GE)"G = EYF"E"G"G
E"GY"G = (GE)"G = GEG =G,

womit die Behauptung bewiesen ist.

q.e.d.

Mit Hilfe der Pseudoinversen der Einflufmatrix kann nun die eindeutige Losung minimaler
euklidischer Norm bestimmt werden. Um Teil 2. des folgenden Satzes beweisen zu kdnnen,
sei an die Definition des Spektralradius einer Matrix und den Zusammenhang mit der
euklidischen Norm dieser Matrix erinnert:

Definition 7.2.3 Seien A, ..., An € R die Eigenwerte von A € R™**™. Dann heifit

p(A) == max |}l

=Lt

der Spektralradius von A.
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Lemma 7.2.1 [59] Es ist ||A||z = p(A7 A)V/2, YA € R™*™,

Beweis: Werner [59], Lemma 2.8 und anschliefende Bemerkung.

Satz 7.2.4 [59] Sei E € R™*" mit m > n, r:= rang(FE). Sei v € R™ und st := E*v.
Dann gilt:

1. s* ist die eindeutige Losung minimaler euklidischer Norm des linearen Ausgleichs-
problems (3).

2, Sindgy > -+ > < die singuliren Werte von E, so ist ||E|ls = s und ||[ET||2 = g—r

Beweis: Zu 1.: Es ist

Etv=VZtU¥v = Z l LV, W >V

=15

Fiir beliebiges s € R™ gilt:

\ i 3 m
|Es—v|j2=|| V(Vis) - Uv|ji = Z [Q(V”'s),-— <n,v >] + E <u,v>2t.
= ]

U"E
- ]
e t=r+1

s ist also genau dann eine Losung von (3), wenn

1 g
{*) Vtrs = (g— < u,Vv >,.--,‘g— < Up,V >,ar+l1“'1an)zf Ml Org1,...,0n € R
1

~

und aus

gk . <,V > c “
min £ js3= Vsl =30 (S22 ) + 3 of

i=1 i i=r+1
folgt, daB die nach Teil 4. von Satz 7.2.1 eindeutig existierende Ldsung st des linearen
Ausgleichsproblems (3) durch

1 i
F = V&V By sy — ey B D 1 O
<1 c;r

S |
= Zf(lﬁh’,V)Vg
i=1§1

= Etv

gegeben ist.
Zu 2.: Nach Lemma 7.2.1 gilt

”E”g - p(EtrE)lﬂ - p(VEtr Uty Evtr)lﬂ — p(vztrgvtr)lfz s p(EtrE)lﬂ =
=I
und
1Bl = p((B*)" B2 = p(US* VIV BT UMY = p(BFEH) Y2 = 1/s..
=1

g.e.d.
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7.2.2.3 Verbesserung der Kondition der EinfluBmatrix durch Regularisierung

Bisher wurde davon ausgegangen, dafl die Meflwerte rauschfrei ermittelt wurden. Dieses
ist in der Praxis leider nicht der Fall. Im folgenden wird sich herausstellen, daf die
Losung minimaler Norm s} des Ausgleichsproblems (3) bei verrauschten Mefidaten v© ohne
Beachtung des Rauschens extrem von der gesuchten Lésung minimaler Norm s™ abweichen
kann. Zu einer solchen extremen Abweichung kann es kommen, wenn die Einflufimatrix
schlecht-konditioniert ist. Es soll nun der fiir weitere Uberlegungen wichtige Begriff der
Kondition einer Matrix eingefiihrt werden.

Definition 7.2.4 (Kondition einer Matrix) Ist E € R™*", r := rang(E) und sind
G1 > ...> < die singuliren Werte von E, so heifit

<
condy(E) = ||B| | ¥l = 2

die Kondition von E beziiglich der Spektralnorm.

Satz 7.2.5 Seien E € R™*™ mit m > n und rang(E) = r, sowie v,Av € R™ und
v¢ = v + Av gegeben. Seien st bzw. sT = s* + As die eindeutigen Lésungen minima-
ler euklidischer Norm der linearen Ausgleichsprobleme zu den Daten (E,v) bzw. (E,v°).
Dann ist

Beweis: Es ist zunichst
|1As||z = ||[EY (v + Av) — sT||2 = [|IETAV]|z < ||[ET|2||Av]].

Fiir s gilt aber

T ]_ iz T
st =3 Sl <wv>P2d Yl <w,v> P =6} <wiv > ulff =||[EE*v|,
=1 "t =1 i=1

so daf sich die Behauptung ergibt.
q.e.d.

Ist somit die Kondition der EinfluBmatrix gering, wird der Fehler in den Daten nicht
verstérkt und der relative Fehler in der Lésung bleibt akzeptabel.

Fine schlechte Kondition der EinfluBmatrix F kann aber den Datenfehler Av extrem
verstirken. Dieser Effekt soll an einem Beispiel gezeigt werden:

Beispiel 7.2.1 Seien
11 4
e (5 4). o= (22, v=( sk
0 4 ’ 1.96

Eine Singulirwertzerlegung der Matriz E = USV™ ergibt

2 0 )
i :ﬂ o giF o 2+62 0 V = 12 ﬁ
ol Gl el el G A Ll O
VinE 7 VeE
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Stort man die Daten mit Av = €Y7 u; und wihli § = 1073 und € = 1072, ergibt sich

2
== 3L cvun s (470
1=1 ‘

und damit bei condy(E) = 1414 eine Verst&r‘kung des Datenfehlers um den Faktor 707.

Ohne Beriicksichtigung der Schlechtgestelltheit des linearen Ausgleichsproblems kann die
L&sung unbrauchbar sein. Im folgenden soll erliutert werden, wie man mit Hilfe so-
genannter Regularisierungsverfahren eine Konditionsverbesserung erzielen kann. Ziel ist
es, Algorithmen zu konstruieren, welche automatisch auf das Rauschen in den MeBdaten
und auf schlechte Konditionszahlen der EinfluSmatrizen E, . beim Lésen der zahlrei-
chen linearen Ausgleichsprobleme wahrend der kombinatorischen Optimierung reagieren.
Es sollen Losungen ausgeschlossen werden, die physiologisch nicht sinnvoll sind, und es
soll vermieden werden, dafl das Rauschen zu starken EinfluB auf die zu bestimmenden
Quellstdrken und Richtungen nimmt.

Der folgende Theorieteil wurde hauptséchlich dem Buch von A.K.Louis [29] entnommen.
Zunéchst werden Hilbertraume und Normen eingefiihrt, um die spiter entwickelten Ver-
fahren vergleichen zu konnen und um eine Umgebung fiir benstigte Beweise herzustellen.
Die Theorie wurde fiir kompakte Operatoren entwickelt, um nicht nur Problemen zu be-
gegnen, die aufgrund schlecht-konditionierter Matrizen entstehen. So kénnen zum Beispiel
Integraloperatoren ,stark schlecht gestellte® Probleme erzeugen (Fredholmsche Integral-
gleichung 1.Art).

Der Operator T heifit selbstadjungiert, wenn T = T* gilt (im endlichdimensionalen, reellen
Fall T = T*). Fir selbstadjungierte kompakte Operatoren kann folgender Spektralsatz
angegeben werden:

Satz 7.2.6 ([23]) Sei T € K(X, X) selbstadjungiert, A, seien die Figenwerte und v, die
zugehérigen orthonormierten Figenvektoren. Dann gilt fir jedes ¢ € X

T:c=za\ﬂ<m,vn > Vg
el

Ist ¢ eine reellwertige Funktion auf dem Spektrum von T (A(T), siehe Index), so kann
unter der Voraussetzung, daB die Summe konvergiert, (7)) : X — X durch

P(T)z = Zfd;(z\ﬂ) LW B Wy

definiert werden. Betrachtet man Operatoren A € K(X,Y), so ist A*A selbstadjungiert
und es kdnnen die Eigenwerte in der Numerierung A; > A; > ... und die Eigenvektoren
vy bestimmt werden. Setzt man

Sn 1=y )‘m Un 1= g:e:IA'Um
so gilt
Av, = G, und A%y, = G0, (7.4)

zudem ist {v,} ein vollstindiges Orthonormalsystem fiir R(4*) = N(A4)* und {u,} ein
vollstindiges Orthonormalsystem fiir R(4) = N (4*)*.
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Definition 7.2.5 Die Menge von Tripeln {S,, Un, Un}n>0 heift singuldres System des Ope-
rators A, die s, heiflen Singuldrwerte.

Ist die Funktion 1) eine Potenzfunktion, so gilt fiir den selbstadjungierten, kompakten
Operator A*A4 : X — X die Darstellung

(A" A f =3 6t < f, o0 > vn. (7.5)

Die Endlichkeit dieses Ausdrucks kann nur iiber Wachstumsbedingungen an die Entwick-
lungskoeffizienten < f,v, > ermoglicht werden.

Satz 7.2.7 [29] Ist A€ K(X,Y), v >0, dann gilt
R((4*4)"/2) = D((A*A)™*) N N(4)*.
Beweis: Es ist zu zeigen, dafl
7 € D((A*A) ") N N(A)* & Jg € X mit f = (A*A)*/%.

Zu ”<”: Angenommen, es existiere ein g € X mit f = (4*A)*/%g. Es ist ((A*4)"/2)* =
(A*A)*/? und da g € X, gilt T| < g,vs > |* < 0. Damit sieht man, daf
n

A ™A = Ya™I< fiva> "
= Ll <@g o >
= Ta¥l<o @A) >
n

SIPEL Tk

n
< 00,

und damit f € D((4*4)~*/2). Da R(A*) = N(A)*, gilt f € N(4)*.
Zu ”=": Nun nehme man an, da8 f € D((A*A)~*/2) N N(A)*. Man definiere

g:= Zg;” < f,vp > Un.
Mit f € D((A*A)~*/?) und g = (A*A)~*/%f folgt g € X. Zusitzlich gilt
(A4 = S < fiva > (A" 4) o,
i3

= Z<f,vﬂ>vn
= f

und damit f € R({(A*A)"/2).

q.ed.
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Nun kdnnen Hilbertrdume eingefiithrt werden.
Lemma 7.2.2 [29] Auf

X, = {f € D((A*A)™/?) 0 N(A)*} = R((4*A)"12)
ist

2 fapu= 3 0" < Fta 3 80,5 (7.6)

n

ein Skalarprodukt und
1/2
£l = (< £ £ )2 = (Z 52 < frvn > Iz) (7.7)

eine Norm.

Das Lemma ld8t sich durch einfaches Nachrechnen beweisen. Fiir g > 0 gilt X, D X,4,,
{X,} bildet also eine Prihilbertskala. Folgende Lemmata werden fiir spitere Beweise
bendtigt.

Lemma 7.2.3 [29] Es ist ||Af|| = ||f]|-1-
Beweis: Es gilt

AP =2 Y, 6 € Fovn Dvn, D o€ b o= Y gi| € Froad [
ko k o)

Setzt man v = —1 in (7), folgt die Behauptung.
g.e.d.

Lemma 7.2.4 [29] Fiir f € Xpax(,u) und 8 € [0,1] gilt
1 lovsa-eye < NARIAL.

Beweis: Die Holdersche Ungleichung mit 2 + 2 = 1 lautet

1/p 1/q
T b & (z ag) (Z bg) .
Setzt man p = } und damit ¢ = 13, so erhalt man

Def. —2(Gp+(1~
”f“gy-{—(l»-ﬂ)p. = Zgn?'(a i 9)“}| < fion > |2

- SEt<sne ) G <)

N -
o s

=ion =ibn

Hélder

2 (Ta*<hns ) (Ta*<fim>f)”
A, ded.
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In Analogie zum Unterkapitel 7.2.2.2 werden nun lineare, stetige Operatoren A : X — Y
auf den Hilbertrdumen X,Y betrachtet und es werden Lésungen der Operatorgleichung
erster Art Af = g gesucht. Falls g € R(A), dann existiert im klassischen Sinne eine Lésung
der Operatorgleichung. Betrachtet man das Funktional J(f) := ||Af — g|| und bezeichne
ij : Y = Y die orthogonale Projektion auf den Abschlufi des Wertebereiches von
A, dann ergibt sich fiir Elemente g € R{A) @ R(A)* das Minimum dieses Funktionals zu
mingex J(f) = ||g—%g|j. Ist A injektiv, soist f als Lésung der Gleichung Af = ng
eindeutig bestimmt. Andernfalls kann als Zusatzbedingung das f mit kleinster Norm
gesucht werden, welches J(f) minimiert und man gelangt wieder zur verallgemeinerten
Lésung. Dariiber 148t sich wieder die verallgemeinerte Inverse

AT :D(AY) =RA) B RMA)* CY - X

definieren. In Analogie zu den endlichdimensionalen Raumen (Unterkapitel 7.2.2.2) sollen
einige Eigenschaften der verallgemeinerten Inversen auf Hilbertrdumen zusammengetragen
werden:

Satz 7.2.8 [29] Sei g € D(AY). f* := Atg ist die eindeutige Lésung der Normalglei-
chung _
A*Af = A%g

in R(A*) = N(A)t.

Bemerkung 7.2.1 [29] Ist A€ L(X,Y), so gilt
1. N(At) = R(A)*
2. R(A%) = N(4)* = R(4%)
3. A™ ist linear

4. AT ist stetig & R(A) ist abgeschlossen

Satz 7.2.9 [29] Sei A € K(X,Y) mit singuldrem System {Gp,Un,v,}. Dann ist fiir
g € D(A)

1
Atg= Z — < g Uy >0y
sn >0 B

Korollar 7.2.1 [29] Fir g € Y gilt
Py = ; < g,Un > Un.

Ist g € D(AY), dann gilt

Gilt sogar g € R(A), dann ist

ng =g=AA%g.
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.Y Die in Satz 7.2.9 angegebene Darstellung der verallgemeinerten Inversen mittels des sin-
ing guldren Systems bietet die Moglichkeit, schlecht gestellte Probleme zu klassifizieren. Zu-
ng néchst sei bemerkt, da zu kleinen Singulérwerten s, bei schlecht gestellten Operatoren
e stark oszillierende singulére Funktionen w, und v, gehoren [29]. Liegen verrauschte Daten
son 9¢ = g+ Ag vor und werden die Singulirwerte sehr klein, wird der Anteil u,, des Rauschens
st Ag mit dem Faktor 1/g, verstdrkt und kann so einen starken EinfluB auf das Ergebnis
L haben:
59
TN 1 1
ten Ve <gtun>vn = | =< g,un >+ — < Og,un > | vn
&n . & P
Tnformation Rauschen
len Zu Beispiel 7.2.1: Eine schlechte Kondition von E konnte fiir dieses Beispiel durch die
Zen Wahl § = 10~ erzeugt werden. Durch die Wahl € = 102 war ein gutes Signal-Rausch-
Verhiltnis von SN = 405 der Mefidaten v¢ angenommen worden. Im Ergebnis wurde der
o hochfrequente Eigenvektor vy allein durch das Rauschen mit dem Faktor
lei-
< A
viup> € _ 10
S 0
belegt, wohingegen der Informationsanteil mit
<v,up> 2.16-1.9¢
= =0.1v/2
<2 \/55
vernachléssigbar klein war. Die gesuchte Lésung s™ ist somit sehr glatt, in der Lésung s
verstarkten sich aber durch die schlechte Kondition von F die hohen Frequenzen us des
Rauschens.
Die Klassifizierung eines schlecht gesteliten Operators sollte somit einmal das Fallen der
Singuldrwerte beriicksichtigen (Kondition des Operators), da damit eine mogliche und
teils extreme Verstirkung von Anteilen der hochfrequenten Eigenvektoren am Rauschen
fir ins Ergebnis einhergehen kann. Andererseits wire eine Zusatzinformation in Form einer

Glattheitsaussage iiber die Losung f zu beriicksichtigen. Eine solche Glattheitsaussage
soll nun beschrieben werden durch

feX,=R({(4"4)"?), v > 0.

Ist f € X, so gilt
[fle=% | e = [Fapeo

Die < f,v, > miissen also geniigend schnell fallen, damit die Reihe konvergieren kann.
Je grofler also das v wird, desto kleiner miissen die Anteile der hohen Frequenzen v, in
f werden, d.h. desto glatter muB f werden. Diese Uberlegungen fithren zur folgenden
Klassifizierung schlecht gestellter Probleme:

Definition 7.2.6 Sei A € K(X,Y) mit singuldrem System {G,, Un, Un}nen und habe A
einen nicht endlichdimensionalen Bildbereich.
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o Ezistiert ein a > 0, so daf ¢, = O(n™%), dann wird der Operator A schlecht gestellt
von der Ordnung « genannt.

e Ist der Operator schlecht gestellt von der Ordnung o und gilt fir die Lésung des
ungestérten Problems feX mtv= %, B > 0, so nennen man das Problem
schlecht gestellt von der Ordnung (o, 8).

o Ist B < a, so heifit das Problem stark schlecht gestellt.

Trotzdem Matrizen (endlichdimensionaler Bildbereich) nicht klassifiziert werden, wurde
die Definition in die vorliegende Arbeit mit aufgenommen. In dieser Definition steckt eine
wichtige Aussage, welche auf endlichdimensionale schlecht gestellte lineare Ausgleichspro-
bleme iibertragen werden kann: Sind die gesuchten Losungen s hochfrequent (5 kann nur
klein gewihlt werden) und ist die EinfluBmatrix E schlecht-konditioniert (grofes @), so
kénnen bei verrauschten Mefwerten v¢ Probleme erwartet werden.

Bevor die Regularisierung schlecht gestellter Probleme vorgestellt wird, soll im folgenden
der Begriff des ,schlimmsten Fehlers® definiert werden, da die sich anschliefenden Sdtze
fiir spitere Beweise von Bedeutung sind.

Definition 7.2.7 Als schlimmsten Fehler bei der Lisung von Af = g bezeichnet man

e (e p) = sup{||fll: f € N(A) Af € e [l fll < -

Satz 7.2.10 Fir den schlimmsten Fehler gilt:
ep(e.‘ p] S €VK(V+1}p1}r[V+1)

Beweis: Mit § = 747 €[0,1] und p= —1 erhilt man aus Lemma 7.2.4

1A= 1Al AR AL

Aus der Definition des schlimmsten Fehlers folgt damit

elep) < IFLEAEEtD
Lemaga 723 || |3/ C-+D|| A1/ 4V

Def.e.

<

plf(r+l)eu{(v+l) {

wormt St Benzupiung bewiesen st

Satz 7.2.11 [29]
1. Seie> ||A||*T1p. Dann gilt

e, (e, p) = e (|| Al 2, 0) = Al




rde
>ine
TO-
nur

den
tZe

=d.
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2. Seie < ||Al[“*p.

£
)

)U(H-l), so gilt

(a) Ezistiert ein ¢, mit G, = (
ey (€, p) = /04D pIOHD o2

(b) Ist g, # (5)1/(V+1] fiir alle n, so gilt

P

es(e, ) > &I pllanintt
Sn

wobei n so gewdhlt ist, dafi

e\ 1/ (04)
i

Sn-1 < (__
P

Bevor dieser Satz bewiesen werden kann, wird ein weiteres Lemma bendtigt.
Lemma 7.2.5 [29] Es sei v > p. Dann gilt

A1 < HAIP#1 A1

Beweis: Es ist zunichst ||A|| = . Fiir ||-|| = || - ||z und endlichdimensionale Raume
wurde das in Satz 7.2.4 bewiesen, fiir allgemeine Normen kann der Beweis in einfiihrenden
Biichern in die Funktionalanalysis { [23], [61]) nachgeschlagen werden. Es ist

-2
A2 2 o2 3 (f;—) “I< from>

Da0< %<1, ist (?1*-) . < (;ﬁ) i und man erhilt

. -2
IR < c;“*’*‘z(f;—j) | < fyvn > ?

- gf(w—#) Zg;2V| & f, vy > ]2

= &)
| AJ2E=4)]| £112.

q.e.d.

Jetzt kann Satz 7.2.11 bewiesen werden:
Beweis: Zu Teil 1.: Man betrachte die Menge

M, (e,p) = {f € N(A)* : ||Af]] < & lIfll < p}-

Nach Voraussetzung ist ||A||*1p < € und damit M, (||A||**?p, p) C M, (¢, p). Wihle man
nun ein beliebiges f € M, (¢, p). Fiir dieses f gilt

LAF 2 723 | T LA L < AL,
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damit M, (||A|[**1p, p) = M, (¢, p) und so auch e, (¢, p) = e, (|| A]|[*Tp, p).
Man wihle nun f := fiv; mit fZ = ¢f¥p%. Dieses [ ist Element der Menge M,,, denn es
gilt

WAL= =0’

und

Le 7.23 Vor.
|AfF[Fm2 T3 | AR, =gk ff =¥ 0% = |47 'L &,

Im weiteren gilt fiir dieses f
WP = 12 =" = [|Al"p?
und da mit Lemma 7.2.4, 8 = 1/(v+1) und g = —1 (wie im Beweis von Satz 7.2.10)

Lemma 7.2.4 X g e 5 &
ewler) S AR ALY = o Al = (A,

pLIAL) | A|ppv/(v41)

folgt e, (¢, p) = ||Al|”p und damit Teil 1. des Satzes.

Zu Teil 2.(a): Sei nun 5, = (£)7/*

f i= favn mit f, 1= < % mit oben gewihltem ¢,. Wieder gilt f € M, (¢, p), denn

. Man wihle wieder ein spezielles f, in diesem Fall

=2
-2 — 2 Vor. [ €
=72 = e e (£) a2

Lo Le 7.2.3
ma i.z.
IAAIR R T2 | £ = 272 = €

Fiir die Norm von f gilt

A2 = f2 =<

und somit sl
o) 2 Il =stp=5)

Mit Satz 7.2.10 gilt somit die Gleichheit.

p = (1) (U/(4),

7 Teil 2.(b): Sei nun <, # (£) /0

= Yn. Aus

e< AP o =sp

folgt (¢/p)/®*+Y) < ¢, so daB man ein » findet mit

e\ ()
) S T

() s < (5

Wihlt man mit diesem n f = f,v, mit f, =, %%, so gilt wieder f € M, (¢, p), denn

2(w1)

s 5 p el
”f“fr = 2vf~§ =< 2(y+1)€2 < (E) &= pg

und

[AfIP P2 £y = o fn = €
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Es folgt

dlen = fP=£=5"%

L 7€\ O
-¢() (G
p P

5 2
= (efe+n pHwD)? ([E]”( = c,:l)
P

™ i w2 (ot V2
(/40 /(41 (_:i)

und damit die Behauptung.

g.e.d.

In spiteren Anwendungen dieses Satzes wird ¢ die Norm des Datenfehlers sein. Ist also p so
groB, daB fiir den schlimmsten Fehler die Bedingung [JAf|| < € greift, so erhdlt man unter
der Voraussetzung des Falles 2.(a), daB die Schranke angenommen wird. Fiir kompakte
und polynomial schlecht gestellte Operatoren A liegt der Faktor 51:_{} in der N&he von 1,
so daB die untere Schranke fiir den schlimmsten Fehler fast so grof ist wie die obere.

Es soll nun der Begriff der Regularisierung eingefiihrt werden:

Definition 7.2.8 Eine lineare Regularisierung von A™ ist eine Familie von linearen Ope-

ratoren {Ty}ys0, Ty : Y — X mit folgender Eigenschaft: Es ezistiert eine Abbildung

v:Ry XY = Ry, so dap fiir alle g € D(AT) und fir alle g* €Y mit llg¢ — g|| < e gilt
lim T,

gtmra (.9
=0

e}gc = A+g

~ wird Regularisierungsparameter genannt. Er wird so gewdhlt, dafs

lim v(e,9% =0

<=0

gilt. Héngty von g¢ ab, spricht man von einer a-posteriori, andernfalls von einer a-priori
Parameterwahl.

Vergleicht man T,¢¢ mit der verallgemeinerten Losung A*g, so 1aBt sich der Gesamtfehler
abschétzen durch

1Tyt — ATgl| < || Thg® — Thgll + |[Tyg — AT gll.

Der erste Term wird Datenfehler, der zweite Regularisierungs- bzw. Filterfehler genannt.
Werden die Daten immer exakter bereitgestellt, geht v und damit der Filterfehler gegen
Null. Im Weiteren ist 4 so zu bestimmen, daf

lim ||Tg° - Tyg| = 0-

Wird also das Signal-Rausch-Verh&ltnis in den Daten immer hoher, konvergiert die N&he-
rungslésung gegen die verallgemeinerte Losung. Spezielle lineare Regularisierungen fiir
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kompakte Operatoren erhilt man nun ausgehend von der Spektralzerlegung des Opera-
tors A tiber

1
Togr= 3. ;Fq, (Sn) < gy Un > Un- (7.8)

F, wird Filter genannt.

Definition 7.2.9 Das Filter F, heifit regularisierend, wenn

sup |1B(s)s = ely) < o0 (7.9)
Alrig.}:| F,(sn) = 1 punktweise in S, (7.10)
[Fy{sn)] < € V7,6 (7.11)

Ohne Beweis soll folgender Satz zitiert werden:

Satz 7.2.12 [29] Die durch ein regularisierendes Filter erzeugten Operatoren T sind
Regularisierungen von AT mit ||T,|| = c(v).

Zu Beispiel 7.2.1: Ohne Regularisierung, d.h. durch die Wahl T, = ET, ist der Gesamt-
fehler gleich dem Datenfehler:

9.17 2.1
E + = —_ o
”T-’.V E V”2 “ ( —5.16 ) ( 1.9 ) ”2 10

Spater wird gezeigt, daf eine mdgliche Regularisierung bzw. Konditionsverbesserung darin
besteht, auf den zweiten Summanden der Pseudoinversen zu verzichten (abgeschnittene
Singulirwertzerlegung). Damit wird sich der Gesamtfehler aus dem Datenfehleranteil

3
Tl = T e S w)lla = 1 5valle = ll 5= ( A ) I ~ 0.00707

=0

und dem Anteil des Filterfehlers

W(ET=T)v]la = ||El; & ¥, 6g. Vall= ||¥‘5 ( _11/)@ ) lls = V012 + 0.1% ~ 0.1414

zusammensetzen und man wird das Ergebnis

1 2.005
+ - p.
sy = Tyv° % <viu > v ( 2,005 )

erhalten.

Die Kunst ist es nun, so geschickt zu regularisieren, daff der Gesamtfehler minimal wird.
Abbildung 7.2 zeigt, wie sich Daten- und Filterfehler im allgemeinen fiir inverse und
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Abbildung 7.2: Daten- und Filterfehler, wie sie kennzeichnend fiir inverse und schlecht
gestellte Probleme sind.

schlecht gestellte Probleme verhalten. Ohne Regularisierung ist der Datenfehler so grof,
daf das Ergebnis nur noch wenig mif dem gesuchten Resultat gemein hat. Regularisiert
man aber zu stark, wird zu viel Information verworfen, der Filterfehler wird also zu grof.
Sei T : Y — X eine beliebige Abbildung. Man gehe weiterhin von der Glattheit der
Losung f € X, und ||f]|, < p aus. Die Daten seien gegeben durch |[Ag|| < e Definiert
man

E,(e,p,T) = sup{|[Tg* — A*gll: llagll < & 1A% glls < o}

dann handelt es sich bei
E.(e,p) := i;%f E,(,p,T)

um den unvermeidbaren Fehler bei der Lsung des Problems A f = g mit gestorten Daten
¢¢ und den Zusatzannahmen an die Losung f. Mit dem folgenden Satz wird pun auch die
Definition 7.2.7 des schlimmsten Fehlers in diesem Zusammenhang klar:

Satz 7.2.13 ( [34], [29]) Fir den schlimmsien Fehler e, (¢, p) und den unvermeidbaren
Fehler By (¢, p) gilt Gleichheit:

E;;(E, P) = €y (‘51 P)

Nun ist es moglich, eine Klassifizierung der Regularisierungsverfahren anzugeben:

Definition 7.2.10 Das von 7y abhdngige Regularisierungsverfahren T., heifit optimal fiir
v, wenn es fir alle ¢ >0 und fir alle p > 0 einen Parameter 7 = v(e, p) gibt, so daff

B, (6,0, Ty) £ 1) 1/ (v41)
gilt.
Das Verfahren T, heift ordnungsoptimal fir v, wenn ¢ ein ¢ € R gibt, so daf fiir alle

¢ > 0 und fiir alle p > 0 ein Parameter ¥ = v(e, p) existiert mit

Ey(ﬁ, P> T‘?) & CEVI[I""l}leV'Fl} 3
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Folgende Sitze zeigen, daf es unter der Glattheitsannahme f € X, mit ||f|]l. < p und
Kenntnis von p moglich ist, den Regularisierungsparameter -y o zu wihlen, dafi ordnungs-
optimale und sogar optimale Verfahren entstehen. Fir unsere Anwendung ist p nicht
bekannt. Aus diesem Grunde soll auf die Beweise verzichtet werden.

Satz 7.2.14 [29] Sei E, ein regularisierendes Filter mit

sup [sT F,(s)| S e (7.12)
0<s<41
sup |(1— Fy(c))s” ] € e y®™” (7.13)
0<s<ey

fiir ein a > 0. Dann ist die durch F, erzeugte Regularisierung mit der Parameterwahl

¢ 1/a(v+1)
'Y:*):}(;) ,0“(’.\‘?f85t

ordnungsoptimal fiir alle v mit 0 < v < v*. Die Schranke fir den Fehler wird minimal
mit '
_( ¢ e)l,a’a(u-kl)
b=l )
und es gilt

1T — Atgll < (ce)?/ ) (cy,o)lf'("“'l)(y g D),

Auch Optimalitst kann erzielt werden. Fiir die nun zitierten Sitze werden folgende Vor-
aussetzungen bendtigt:

e Das Filter F, gehe durch eine Dilatation aus einer Funktion @ hervor, d.h.
By(s) = (v’ @(17)-

e Es gelte . .
sup [(1 - Fy())s” | L ev” -
s»0

e Die Funktion ¢(s) := 1 — s?®(s) sei differenzierbar mit 9’(s) < 0 fir s > 0.
Die Funktion H(s) sei folgendermafien definiert:
- S T R 1o 10 1 vo 20
H() i= (4 D~ o)) s 6%(6) + S0 (o P2 ()

Satz 7.2.15 [29] Unter den obigen Voraussetzungen und mit H (s) < 1 fiir alle s > 0 ist
das durch F, erzeugte Verfahren T., mit der Parameterwahl

i T o pe\ W)
v=(¢¥ l(m)) k (;)

optimal fir v < v*.
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Satz 7.2.16 [29] Unter den obigen Voraussetzungen und mit H(s) > 1 fiir ein s > 0 ist
das durch F., erzeugte Verfahren T, nicht optimal.

Da es in der Praxis schwer sein wird, eine genaue Aussage iiber die Glattheit der Losung
f durch Angabe eines v zu treffen und es nicht mbglich erscheint, den Wert fiir p anzuge-
ben, muf ein anderer Weg zur Wahl eines geeigneten Regularisierungsparameters -y gesucht
werden. Das im folgenden vorgestellte Verfahren ist in der Literatur unter dem Begriff
Diskrepanzprinzip zu finden (Louis [29], Vainikko [55], Hofmann [24], Friedrich [16]).

Algorithmus 7.2.1 A-posteriori Parameterwahl des Diskrepanzprinzips fiir in v stetige
Abbildungen |1 — F,(c)|:

Es wird ausgegangen vom Verfahren (8) mit regularisierendem Filter E,, fir das zusdtzlich
die Voraussetzungen

sup <7 (6)] < ey (7.14)
0<¢<a
und
sup [(1 - Fy(s))ls” < e,y (7.15)
0<s<q

mit 0 < v < v* gelten. Es sei v* > 1 und g € R(A).
Man wikle 1 < r < R.

1. Ist ||g%|| € re, dann wihle man Y = 00, s0 doff sich die Nullbsung fir f ergibt. Die
Daten liegen im Bereich des Rauschens und kénnen nicht interpretiert werden.

2. Ist ||g®|| > re:

(a) Man wihle v > €/* so, daf

re < |7 = AT,) g%l = |lg° — ALyl (7.16)

und
Re 2 ||(I - ATy)gfl| = llg° ~ Af|. (7.17)

Ziel ist es also, eine gewisse Diskrepanz zu den Mefidaten zu lassen. Nihert sich
der Defekt dem Rauschniveau, gibt man sich zufrieden. Bei schlecht gestellien
Operatoren kénnten hoke Frequenzen des Rauschens durch den Versuch der
wetteren Defekiminimierung die Lésung extrem verfdlschen.

(b) Zusatzbedingung: Gibt es kein v > e/ mi (16) und (17), dann wéhle man
v = el/a_

Es soll nun gezeigt werden, da mit Hilfe dieser a-posteriori Parameterwahl fiir den Re-

gularisierungsparameter v in Abhéngigkeit der Daten g¢ ein ordnungsoptimales Verfahren
Zarantiert wird.
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Im Hinblick auf zum Beispiel die Tikhonov-Phillips-Regularisierung sei zunichst voraus-

gesetzt, dalBl die Abbildung v — |1 — F, (<)| fiir alle ¢ €]0, ¢1] stetig und monoton wachsend
ist. Somit ist auch der Defekt

llg* — ATy |* = ||Pgrzye® — o°II” + || Prrzye” — ATwgll”
= lg* - Pegyg®ll® + X_(1 - By(s))? < 65 > P

stetig und monoton wachsend in  und mit Bedingung (12) (= ')rl'i_}ntc:.{> E,(s) =0 Vs €]0,6])
und Bedingung (11) folgt
llg* - ATyl == llg-

Die a-posteriori Parameterwahl ist also durchfiihrbar.
Lemma 7.2.6 [29] Fiir alle f € N{A)* gili:
i, mArEd
2. ||(I - AT)Aflly= 0
3. Es sei (yp)nen eine beliebige Folge positiver Zahlen. Dann sind dquivalent:

(a) TL.Af 2% f
(b) AT, Af =3 Af

Mit Hilfe dieses Lemmas 138t sich nun folgender Satz iiber die Ordnungsoptimalitit der
vorgestellten Parameterwahl beweisen:

Satz 7.2.17 ( [29],[55]) Das Filter F, erfiille die Voraussetzungen wie bei der Parame-
terwahl. Fir alle ¢ €]0,¢1] seiy = |1 — F,| stetig und monoton wachsend. Sei g € R(A)

und ||g° — g|| < e. Der Parameter v = (¢, g%) sei gemdf der a-posteriori Parameterwahl
des Diskrepanzprinzips gewdghlt.

1. Es gilt T,,g¢ =3 Aty

2. Seien Atg = (A*A)"/?h, ||h|| < p und 0 < v € (¥* — 1). Dann gibt es eine von g,
€, p unabhdngige Konstante d,,, so daf

14%g ~ Ty < dy /00 141

Beweis: Zu 1.: Nach Voraussetzung und Satz 7.2.12 gilt

T = e(y) < ev™™. (7.18)

Da g € R(A), folgt mit Korollar 7.2.1

AAtg = Pﬁmg =g. (7.19)
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Da |1 — F,| in 7 stetig und monoton wachsend ist, gilt ||(I — AT,)g%|| — [|g°|| fiir v — o0
und somit -
M= AT % sup [I(7- AT)gfl < sup gl =1 (7.20)

g¢]|=1 géll=
Somit kann folgende Abschdtzung vorgenommen werden:
(0 [[atg-Togll < NI = TyA)ATg|| + || T4((AA79) - gl
(19)
< |IF = THA) A gl + T llg — o€l
(18) _
< - T AT gl + ey

Sei (€,)nenr eine Nullfolge und v, = ¥(én, 9*").
Ist v, > k > 0, so folgt

19
AU =T A)A*gll & |17 - ATl
< I - AT, g ||+ 1T = ATL,) (9 — g)|
(17)
<’ Ren+||I - AT, || lg - gll
<én

20
(s) (R+1)e, =50

und mit Teil 3. des Lemmas 7.2.6 (I — T, A)ATg =53 0. Da v, echt grofier Null ist, gilt

— —+00
zudem v, %¢, — 0.

Ist 4, nicht von Null weg beschrinkt, so gibt es eine Teilfolge N' C A/ mit vn 2P0, ne
N’. Damit g € R(A) Atg = f+ € N(A)* folgt, erhilt man unter Anwendung von Lemma

7.2.6, Teil 1. .
I(Z - Ty, A)A*g|| =5 0.

Die Konvergenz des zweiten Summanden in (*) kann folgendermaBen gezeigt werden: Da

I( = AT,) (g — g)| £ €n, ist

(xx) (r—1)en {2
<

—

(I = AT,,) g% || = | = ATy,) (g = 9)ll
I = AT,,)9ll;

und damit gilt

¥ (r—=1e < ||(I- ATl
= ||(I - AT,,)AA gl "

Mit Lemma 7.2.6 Teil 2. folgt nun 7, %€, "Z% 0, n € N’ und damit ist Teil 1. des Satzes
bewiesen.

Zu Teil 2. (a): Gilt ||g|| £ r¢, dann ist

() gl = llg¢+ (g — g < Mgl +1lg = gl £ (r + 1)e.
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Nach Voraussetzung gilt
() ll4tglls = (AR =113 sk < hyor > gl
%
= Zqﬂ_‘g”i & ZC}; < hyvp > Uk, v > |2

o1 < hyve > P = Il

I

und somit folgt unter Anwendung von Lemma 7.2.4 mit 6 =1/ (v+1) und p=-1
|ATg = Toogll = ||A* gl
Lemma 7.2.4 e
T ||atgl At gl [

Lemma 23 || 4 g ||/ D) || A g /4D

(4
(+)(S ) [(?"l' 1)E]yj(v+l)”h“1/{v+l}

Vor. [(f’+ 1)£]y[[y+l}p1f(lf+1)'

Mit d, = (r + 1)*/+1) folgt die Ordnungsoptimalitat.

Zu Teil 2. (b):(i) Sei nun [|g¢|| > re. Es soll zundchst der erste Summand von (¥*) ab-
geschafzt werden. Findet man ein v , so da die Bedingung (17) gilt, dann erhdlt man
nit z = (I - TyA)h und

(=) (I=TyA)A*g "= (I -T4A)(A*4)*h = 3 sh (1= Fy(sn)) <hyon > 0n = (A% A2z
die Abschitzung

II-Taargll 2 A
Lemmsa. 724 “(A*A}vfgzniffwi-l}u(A*A}y}'? z“'tf{v-l-l)
Lemmga 7.2.3 HA(A*A) p;’zz“yg'(u{-l} Hzlllf(wl—l)

Q| AE - T A AT D
AA"’__,q=g “(.1- _ AT-Y]QHVMH-H)llzuli(ﬂ'l)
v/(v+1)
= (Hf — AT, || -|lgf — gl + 11 = AT,,,)gCH) || 2]/
——— N N e
<1 <e <Re
< (RADIED)E P,

Weiter gilt

1/2 or.
ll=]l = (Zl(l — Fy(sn)) < b, 0n > |2) < sup |1- Fy(sa)] - [1Al] V$ Cop

0< ‘s'nﬂ 51

und somit fiir den ersten Term von (*) insgesamt

(I - T,A)A*gl| < (R+1)/ ey (1) o/ (1) 1/ (v+1)




A 7.2. SCHARFE INVERSE QUELLSUCHE 91

(i) Gilt die Bedingung (17) nicht, sei also 4 = €'/, erhilt man fiir c,e’p < 1, d.h. fiir
hinreichend kleines ¢

(1 - T,4) AT ]| (2 — T, 4) (A A4

1262 (1 = Fy(sa)) < hyvn > val|

Il

< sup sp|l—Fy(sa)| - |IR
0<gn<ny
Vor.
< a™p=cep
< A/ ) 1 (4

(1)+(ii) Nun soll noch der zweite Term von (*) abgeschétzt werden. Es mufi gezeigt werden,
daf der Regularisierunggparameter ~ nicht zu klein wird. Aus

-1 D (- AT 4%y

Vor. Wil
< {7 — AT,)A(A™A) 4]

1/2
(Z 2t (1 — Fy(6a))?| < Byvm > |2)

ab-
pan
< (e o= m) 1a
0(9115‘;1
Vor.
2. < eyt
folgt
7—a{v+1)£v+1 < g p('r' _ 1) —1.u
Zieht man auf beiden Seiten die (v + 1).Wurzel, dann erhélt man
7% £ (galr — P PFIe LA DH),
und somit eine Abschitzung fiir den zweiten Term von (¥*).
Zusammenfassend erhilt man fiir den Fall 2.(b)(i)
d, = (R+ 1) vf(u-]-l)cé/{u-i-l) s C(Cp+1 (?‘ . 1) -1)1[[::+1)
+1) und fiir den Fall 2.(b)(ii)

d, = &) 4 ee,q(r — 1)_1)1"(""'1)
und damit folgt die Behauptung.
q.e.d.
Auch fiir ein Regularisierungsverfahren T, mit Filter F,, fiir das |1 — F,| eine nicht stetige
Funktion in « ist fiir 0 < ¢ < ¢, 148t sich ein Diskrepanzprinzip durchfiihren. Man gehe

wieder von den Voraussetzungen 14 und 15,0 < v < v*,v* > 1,9 € R(A) und ||g°—g|| L ¢
aus.
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Algorithmus 7.2.2 A-posteriori Parameterwahl des Diskrepanzprinzips fir in v unste-
tige |1 — F,(<)|:
Man wéihle r > 1 und 6 > 1.

1. Ist||g®|| £ Re, dann wihle man v = oo, so daf sich die Nullésung fir f ergibt. Die
Daten liegen im Bereich des Rauschens und kénnen nichi interpretiert werden.

2. Ist||g%|| > Re:
(a) Man wihle v > /% so, daf es ein ¥ € [y, 8v] gibt mit
re < ||(I-ATx)g°|
Re > ||(T- ATygll (r:21)

Ziel ist es wiederum, eine gewisse Diskrepanz zu den Mefdaten zu lassen.
Ndihert sich der Defekt dem Rauschniveau, gibi man sich zufrieden. Bei schlecht
gestellten Operatoren kénnten hohe Frequenzen des Rauschens durch den Ver-
such der weiteren Defektminimierung die Losung extrem verfalschen.

(b) Zusatzbedingung: Gibt es kein v > '/ mit (21), dann wéhle man v = €/,

Satz 7.2.18 ( [29],[55]) Es gelten obige Vorausseizungen. Der Parameter vy sei gemdf
obiger a-posteriori Parameterwahl gewdhlt. Fir alle ¢ €]0,51] sei v — |1 — F,| monoton
wachsend. Dann gilt:

I =9 Aty

2. Seien ATg = (A*A)"/?h, ||h|| < p und 0 < v < (v*—1). Dann gibt es eine von g, ¢,
p unabhdngige Konstante d,,, so daff

|ATg — Togf|| < d, /¥ p1/(+1)
Beweis: Analog dem Beweis des Satzes 7.2.17.

Durch konkrete Wahl des Filters F, in (8) konnen nun Regularisierungsverfahren ent-
wickelt werden.

7.2.2.4 Die Abgeschnittene Singuldrwertzerlegung (TSVD)

Definition 7.2.11 [29] Wéhit man das Filter F., durch

1, fallss> v
Fys) = { 0, falls ¢ <7,

so nennt man das entsprechende Regularisierungsverfaehren die abgeschnittene Singuldrwert-
zerlegung (TSVD: Truncated Singular Value Decomposition).

Die TSVD wirkt wie ein Tiefpaffilter, hohe Frequenzen werden abgeschnitten. Bei schlecht
gestellten Problemen haben die hohen Frequenzen v, des Losungsraums durch die sehr
klein werdenden zugehdrigen Singuldrwerte ¢, nur geringe Auswirkung auf die Daten g¢:

g=zgn<favn>un
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Die hochfrequenten Datenanteile u, fallen damit unter das Rauschniveau. Somit sind
die hochfrequenten Anteile der Lésung v, nicht rekonstruierbar. Durch das Abschneiden
verwirft man zwar Information, die Verstirkung des Rauschens in der Losung bei Ver-
wendung der vollen verallgemeinerten Inversen wiirde sich aber schlimmer auswirken. Die
TSVD ist eine Methode, die Kondition des Problems zu verbessern.

Folgende Satze seien erwihnt, sind aber fiir die Anwendung weniger von Interesse und
bleiben unbewiesen.

Satz 7.2.19 [29] Bei Wahl von

e\ 1/(v+1)
Y=7 (;) » € R,

ist die TSVD ein ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren fir alle v > 0. Der Ge-
samifehler minimiert sich fir
¢ \ /(w+1)
v=(5)

1759 — At gl| < (v + 1w/ WD) v/ (41) y1/(o+1)

und es gilt:

Beweis: Satz 7.2.14 mit c=a=1und ¢, = 1.
Satz 7.2.20 [29] Die TSVD ist nicht optimal.

Die a-posteriori Parameterwahl 7.2.2 fiir in y unstetige |1 — F,(s)| kann hier sehr einfach
durchgefiihrt werden. Die Bedingung v* > 1 stellt keine Einschrankung dar, da nach Satz
7.2.19 die TSVD fiir alle » > 0 ordnungsoptimal ist. Der Defekt ist

(T = AT)gl1> = |lgf =D Frlsn) < 65 un > wall?
i
= lgIP = > Fylsa)l < gt > |2
sn>0
= llgIP - > [ < g un > ?
Sn>y

Da a = 1 ist, werden also im Falle ||g¢|| > Re solange die Terme | < g%, u, > |? von ||g¢||?

abgezogen, bis entweder der Defekt kleiner als R%€* oder ¢, < € wird. Der entsprechende
Index n = N liefert dann den Regularisierungsparameter

v = (¢, 9% = oN-

Die Skalarprodukte < g¢¢, u, > werden ebenfalls zur Auswertung von T,¢° benétigt, so
daf neben dieser Auswertung pro Schritt nur eine Multiplikation und eine Subtraktion fiir
die Uberpriifung des Defektes dazukommt.

7.2.2.5 Tikhonov-Phillips-Regularisierung

Bei der Regularisierung bzw. Konditionsverbesserung nach Tikhonov-Phillips wird folgen-
der Ansatz gemacht: Man bestimme f+ € N(A)* mit

/¥ = inf{|| ]| : € N(A)T, [|AF - gl < ¢}
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Dieses Problem hat eine eindeutige Losung, die auf dem Rand der Einschrdnkungsmenge
liegt: ||AfT — gf|| = (. Ware namlich & := ||Af* — ¢°|| < ¢, so folgten mit

Y
o= min {1 i
fiir f, := (1 — p)f* die Abschétzungen
HAF, = ¢°ll = [|AfT — gt — pASFI < [IASF — gf|l + kI All - I <¢

und

1 full = (L= wIFFI < 1
was aber der Minimaleigenschaft von f* widersprache. Es ergibt sich das Problem: Man
bestimme f* € N(A)* mit

£+ = f{]|f1l : F € N(A)S[1Af - g°ll = -

Mit Hilfe eines Lagrangeschen Multiplikators kann dieses Minimierungsproblem nun in ein
unrestringiertes Minimierungsproblem

L(f) = |Af - g1 + 72| £I|* = min (7.22)

iiberfithrt werden.

Satz 7.2.21 [29] Sei C := A*A+ "L Ist fy € N (A)t Lésung der regularisierten
Normalgleichungen
G =40 (7.23)

d.h. fy :=CLA*g", so lgst es auch das unrestringierte Minimierungsproblem (22). Ty =
C~1A* ist ein lineares Regularisierungsverfahren.

Beweis: C : N(A)* — X ist positiv definit
<Cff> = <(A*A+2Df,f>=< A ALF>+HF<f,f>
= < Af, A > +2F1P = AAIZ + AP 2 21 > 0

und selbstadjungiert
= (A*A-I-’}’ZI)*:A*A"%—'}’QI:C-

Es gilt:
L) = <Af-gAf-a>+V<hf>
< A*Af > =2 < Af, g > HIEIP+ 7 < fif >
<Cf,f>-2<Af, g > +llgI
<CHE>-2< f,Chy > HIgIP+ < Chy fr > = < A5 [5 >
‘=C
C=C  <C(f-h)(F- gy > g~ < g% Afy >
Daraus folgt, daf f, das Tikhonov-Phillips Funktional J, minimiert. Aus der positiven
Definitheit und Selbstadjungiertheit von C folgt, da Ty = C~14* : Y — X stetig ist und
fy = C~1A*g" fiir alle g¢ € Y existiert. Esist Vg° €Y
: B i, # AN=1 g% __ At
lim Tyege)9” = (A"A) " A"g = A7g

€—0

Cfy=A"g"

und damit ist T, eine lineare Regularisierung.
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q.e.d.

Definiert man das Filter
2

“."(g) = 721

(7.24)

so l&Bt sich das Regularisierungsverfahren nach Tikhonov-Phillips wieder als Filterung der
verallgemeinerten Inversen schreiben:

que i (A*A_[_,yEI)—lA*ge

Sn "
e T
Zn:c§+’y2 & .

1
X ;—F.,,(cn) < 9%, > Ui

n

Uber die Tikhonov-Phillips-Regularisierung werden die hohen Frequenzen, d.h. die Anteile,
welche einer starken Beeinflussung durch Datenfehler unterliegen, stark gedampft.
Setzt man bzgl. der Anwendung auf die scharfe inverse Quellsuche F := ’fj, und

L3
p ( ‘(; ), so ist die Tikhonov-Phillips-Regularisierung fquivalent zu

||Es = v¢||2 = min.

Bezeichnen ¢; die Singuldrwerte von E (rang(E) = r), dann sind die Singuldrwerte von E

gegeben durch y/c? + v2. Das Tikhonov-Phillips regularisierte Problem hat damit die im
allgemeinen bessere Kondition

62 +~2

condq(E) = —

Y

Satz 7.2.22 [29] Die Tikhonov-Phillips-Regularisierung ist optimal fiir 0 < v < 2.

Die Abbildung |1 - F,(s)| = —92—7_; ist stetig und monoton wachsend in ~v. Die a-posteriori
Parameterwahl 7.2.1 ist somit durchfiihrbar und die ordnungsoptimale Regularisierung ist
nach Satz 7.2.17 gesichert.

Die Realisierung des Verfahrens erfolgt durch zunichst geniigend grofie Wahl von +. Das
Gleichungssystem 23 kann, da C positiv definit ist, iiber die vom Rechenaufwand giinstige
Cholesky-Zerlegung gelost werden. Uber das Newton-Verfahren kann dann iiber Iteration
in 7 der Defekt auf  := Re gebracht werden:

|Bs, - v¥|| = Re

Die Konvergenz des Newton-Verfahrens ist gesichert (Engl [14]), denn der Defekt fillt
monoton mit 4.
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7.3 Lineare Regularisierung

Bei der scharfen inversen Quellsuche werden wenige, im Einfluiraum verstreut liegende
Quellen gesucht. Der Schwerpunkt des Modells liegt also darin, von wenigen fokalen
Zentren der Quellaktivitat auszugehen.

Bei der linearen Regularisierung wird innerhalb des Einfluraums an allen EinfluBknoten
Quellaktivitdt zugelassen. Das inverse Problem ist stark unterbestimmt, von wenigen
hundert MeBwerten soll auf mehrere tausend Unbekannte geschlossen werden. Diese Un-
terbestimmtheit wird durch den sogenannten Modellterm, der die Regularitit der Quell-
verteilung fordert, aufgehoben. Wie schon bei der scharfen inversen Quellsuche erhilt man
das Tikhonov-Phillips Funktional

! .
7,(8) = ||Bs = v ++° |IDs]| & min. (7.25)
Datenterm Modellterm

Fiir dieses Modell ist die EinfluBmatrix F stark unterbestimmt und es wird die Zusatzin-
formation des Modellterms bendtigt. Kleine Werte des Regularisierungsoperators « sorgen
dafiir, daf der Schwerpunkt auf dem Erfiillen der MeBdaten liegt, wihrend groBe Werte
den Modellterm betonen. Der Regularisierungsoperator D kann so gewihlt werden, daf
die Quellstdrken minimiert werden. Eine weitere Moglichkeit besteht im Minimieren des
Gradienten der Quellstéirke.

Der Ansatz fiihrt auf ein Gleichungssystem mit positiv definiter Matrix, welches iiber
konjugierte Gradientenverfahren geldst werden kann. Der Parameter v kann iiber die Try-
and-Error-Methode der L-Kurve bestimmt werden. Man 16st das Gleichungssystem fiir
verschiedene v und trégt doppeltlogarithmisch den Modellterm iiber dem Datenterm auf.
Die entstehenden Kurven haben etwa L-Form, ein geeigneter Wert fiir v befindet sich an
der ,Knickstelle“.

Ob dieses Modell zu sinnvollen Losungen fiihrt, sollte durch Simulationen bei bekannter
Quellverteilung untersucht werden. Die Einflumatrix ist stark singulir und auch bei
Wakhl eines kleinen v ist der Modellterm von entscheidender Bedeutung, da er die fehlende
Information auffiillt. Nicht iiberraschen sollte eine Losung, die die MeBdaten gut erfiillt,
aber so glatt ist, dal3 sie keine Aussagekraft mehr besitzt.




Kapitel 8

Scharfe Quellsuche in simulierter
Sulcusstruktur

Die Zuordnung corticaler Areale zu sensorischen, motorischen und héheren psychischen
Leistungen ist von besonderem medizinischen Interesse. Ungefihr zwei Drittel des Cortex
liegt in Fissuren und Sulci, an deren gegeniiberliegenden Winden neuronale Aktivitat ver-
schiedener Funktionalitit gefunden werden kann. So findet zum Beispiel die Abgrenzung
des primar-motorischen Cortex vom primir-somatosensorischen Cortex im Sulcus centralis
statt. Liegt ein Tumor auf einer Wand innerhalb dieses Sulcus, so wire eine Information
der Art ,das dem Tumor zugrundeliegende Cortexareal ist von somatosensorischer Funk-
tionalitdt® klinisch-diagnostisch sehr hilfreich.

Um die scharfe inverse Quellsuche beziiglich solcher Problemstellungen zu testen, wurde
ein Vierkugelmodell (r4y = 96mm, r3 = 90mm, r; = 8lmm, r; = 78mm) entwickelt
(Beckmann et al. [2], Wang et al. [57]). In die innerste Kugel wurde ein simulierter Sulcus,
bestehend aus zwei gegeniiberliegenden hyperbolischen Funktionen, eingelassen. Tiefer
im Sulcus wurden die Sulcuswinde parallel gestaltet mit einem Abstand von 6mm. Der
Sulcus besitzt eine Tiefe von 22mm und eine Linge von 17mm.

Die gesamte Struktur wurde dann in das Programm CURRY eingelesen, um anhand der
Geometrie ein aus Tetraedern bestehendes Finite Elemente Netz zu konstruieren. Im
oberen Viertel der Struktur wurde das Netz auf einen mittleren Abstand der Tetraeder-
eckpunkte von 3mm verfeinert, insgesamt ergab sich ein Netz mit 18213 Knotenpunkten
und 97581 Tetraedern (siche Abbildung 8.1).

Als Einflufraum wurde die gesamte innere Kugeloberfliche mit eingelassenem Sulcus
(Cortex) verwendet. Es ergaben sich 3446 EinfluBknoten. Unter der Bedingung des ana-
tomischen Constraints (NC) wurde die Einflufmatrix berechnet.

Den verschiedenen Schichten wurden die Standardleitfihigkeiten (Einheit: 1/[Q - mm])
o1 =0.336-1073, 6o = 0.1-1072, 03 = 0.42- 10>, 04 = 0, zugeordnet. 125 Elektroden
wurden gleichméBig auf der oberen Hilfte der duBeren Kugel verteilt. Die Referenzelek-
trode mit Knotennummer 18213 liegt etwas rechts iiber dem Sulcus (Abbildung 8.2, Mitte
des Bildes). Diese Verteilung wurde vom 10/10-System mit 65 Elektroden abgeleitet, in-
dem die zusdtzlichen Elektroden dquidistant zu ihren Nachbarn gesetzt wurden.

Im folgenden wird nun die scharfe inverse Quellsuche mit dem Simulated Annealing Also-
rithmus zur Bestimmung der Dipolorte gekoppelt mit zwei verschiedenen Methoden, das
lineare Ausgleichsproblem zur Bestimmung der iibrigen freien Dipolparameter Richiung
und Starke in jedem Schritt der kombinatorischen Optimierung zu l6sen. Es soll verglichen
werden, wie sich eine Regularisierung bei der Lésung der Ausgleichsprobleme gegenfiber
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Abbildung 8.1: Links das Gesamtnetz des Vierkugelmodells mit simuliertem Sulcus, rechts
ein Querschnitt (aus Beckmann et al. [2]).

einer nicht-regularisierten Ldsung auf die zu bestimmenden Dipolparameter Ort, Rich-
tung und Stérke auswirkt und inwieweit die Methoden stabil sind bei Uberschitzung der
Anzahl aktiver Quellen.

So wurden zwei verschiedene Verfahren des linearen Ausgleichs in CAUCHY implemen-
tiert, zundchst die nicht-regularisierte Losung iber eine komplette orthogonale Faktori-
sierung der EinfluBmatrix E, im folgenden COF (Complete Orthogonal Factorization)
genannt, und im Vergleich dazu die regularisierte Losung iiber die abgeschnittene Sin-
guldrwertzerlegung (T'SVD, Truncated Singular Value Decomposition) von E mit der au-
tomatischen a-posteriori Parameterwahl des Regularisierungsparameters v wie in Kapitel
7, Algorithmus 7.2.2. Wenn nicht explizit vermerkt (Simulation 4), wurde die TSVD mit
R = 2 und der Verwendung der Zusatzbedingung 7 > € so eingestellt, daB dem Rauschen
mit grofer Vorsicht begegnet wird.

Zur programmtechnischen Realisierung dieser Verfahren wurde die Programmbibliothek
LAPACK (Version FORTRAN 77) verwendet (Linear Algebra PACKage). LAPACK stellt
wichtige Werkzeuge zur Behandlung von Problemen der numerischen linearen Algebra be-
reit. So berechnet die Routine DGELSX eine nicht-regularisierte Losung minimaler Norm
unter Benutzung einer kompletten orthogonalen Faktorisierung der EinfluBmatrix, wel-
che nicht notwendigerweise von vollem Rang sein muB. Innerhalb des Unterprogramms
CUTSVD (Implementierung der TSVD) im CAUCHY-Modul CAUCHS.F findet die LA-
PACK-Routine DGESVD zur Berechnung einer Singuldrwertzerlegung der Einflumatrix
Verwendung.

In den nun folgenden Simulationsbeispielen wurden auf die innere Kugeloberfliche {Cor-
tex) Referenzquellen gesetzt, welche nach anatomischer Voriiberlegung senkrecht zur Ober-
fliache orientiert waren (NC). Die dazu verwendeten und innerhalb des Sulcus lokalisierten
Netzknoten erhalten im weiteren eine gesonderte Bezeichnung (siche Abbildung 8.3). Zu
diesen Referenzquellen wurde iiber das Finite-Elemente-Modell die Referenzpotentialver-
teilung an den Elektrodenpositionen berechnet, welcher dann weiles Rauschen aufsum-
miert wurde. Anhand der entstandenen ,,Mefipotentiale wurde eine inverse Quellsuche
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Abbildung 8.2: Die Anordnung der Elektroden samt Knotennummern auf der &ufleren
Kugel des Modells von oben gesehen (aus Beckmann et al. [2]).

mit Normalenconstraint bei gleicher Wichtung der einzelnen Mefkanile durchgefiihrt. Im
folgenden soll fiir die inverse Quellsuche Simulated Annealing in Kombination mit nicht-
regularisierter Losung des Ausgleichsproblems die Abkiirzung SA-COF, bei der Kombina-
tion mit regularisierter Losung die Abkiirzung SA-TSVD verwendet werden.

8.1 Simulationsbeispiel 1:

Als Referenzdipolverteilung wurden 6 Dipole normierter Stirke (Abbildung 8.4, Bild links)
gewihlt, eine Quelle am Netzknoten 5l innerhalb des Sulcus, die restlichen fiinf Quellen
zur Simulation ,biologischen Rauschens® unten auf der Oberflache der inneren Kugel.
Betrachtet man die euklidische Norm der zu den einzelnen Quellen berechneten Potential-
verteilung, so sicht man, daf der Dipol 5] mit einer Norm von 0.83 ca. 20-mal so starken
EinfluB auf die Potentialverteilung hat wie die Rauschdipole, die eine wesentlich gréfere
Entfernung zu den MeSelektroden aufweisen. Deren Norm lag bei ca. 0.04.

Die zu den Referenzdipolen berechnete Potentialverteilung wird in CAUCHY auf 5 Stellen
genau in einer Datei abgelegt. Bei der inversen Quellsuche nach 6 Dipolen iiber SA-COF
anhand dieser Referenzpotentialverteilung konnten die Rauschdipole bereits nicht mehr
rekonstruiert werden. Dipol 51 wurde genau ermittelt, fiinf weitere Dipole wurden unten
auf der Kugeloberfliche gefunden. Deren Orte stimmten aber bereits nicht mehr mit den
Orten der Referenzrauschdipole iiberein.

Es wurde nun weifies Rauschen mit einem SN von 17.9 zu den Referenzpotentialen addiert.
Die euklidische Norm des Rauschens betrug ¢ = 0.19. Ziel der inversen Suche kann somit
nicht mehr die Ermittlung der Rauschdipole sein. Vielmehr sollte sichergestellt werden,
daB die iiber dem Rauschniveau liegende Quelle 51 im Ergebnis herausgestellt wird. Eine
inverse Suche nach einem Dipol stellt somit ein sinnvolles Modell dar und sowohl iiber
SA-COF, als auch iiber SA-TSVD wurde der Sulcusdipol 5] ermittelt (ohne Abbildung).
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Abbildung 8.3: Positionen und Bezeichnungen der Referenzdipole auf den beiden Sul-
cuswinden (aus Beckmann et al. [2]).

In der Praxis ist jedoch die Anzahl zu suchender Quellen unbekannt. Wiirden einer ge-
messenen Potentialverteilung beispielsweise drei weit auseinanderliegende fokale Zentren
mit vergleichbarer Quellstirke zugrunde liegen, so wiirde eine Suche nach zwei Dipolen
sicherlich kein gutes Modell darstellen. Wiirde man hingegen nach mehr als drei Dipolen
suchen, so wire ein wiinschenswertes Resultat das Herausstellen der drei fokalen Zentren
iiber Dipole mit addquater Stirke. Die restlichen, nur das Rauschen beschreibenden Di-
pole sollten eine mdglichst geringe Aktivitdt erhalten.

Es wurde eine inverse Suche nach 6 Dipolen anhand der verrauschten Mefidaten durch-
gefithrt. In Abbildung 8.4 (Bild rechts) ist das Ergebnis der inversen Quellsuche iiber
SA-TSVD, in Abbildung 8.5 (Bild links) das Ergebnis iber SA-COF dargestellt. Ohne
Regularisierung wird eine Quellverteilung gefunden, die mit einem Defekt von 0.11 die
MeBpotentiale gut erfiillt. Die Losung der Quellsuche iiber SA-TSVD ldBt einen Defekt
von 0.164. Trotz der besseren Anndherung an die MeBidaten bleibt die Suche iber SA-COF
nicht stabil. Der Sulcusknoten 51 wird zwar gefunden, bleibt aber bei einer Starke von 0.91
hinter allen anderen Dipolen zuriick (Norm des stirksten gefundenen Dipols: 3.74). Die
regularisierte Version SA-TSVD konzentriert sich auf den Sulcusdipol 5] (ermittelte Starke
0.89) und vermeidet, daB der verbleibende, bereits geringe Defekt zu den Mefpotentia-
len iiber starke und sich gegenseitig ausloschende Dipole (wie im Ergebnis der SA-COF)
erklért wird.

In Abbildung 8.5 (Bild rechts) wird die regularisierte Losung des Ausgleichsproblems nach
Vorgabe der iiber SA-COF ermittelten Dipolorte dargestellt. Es ergibt sich ein Defekt
von 0.196 zu den MeBpotentialen. Abbildung 8.6 erldutert die Funktionsweise der Re-
gularisierung fiir dieses Beispiel: Die Kondition der zugehdrigen Einflufimatrix betrigt
41.4. Der erste Eigenvektor v; betont den Sulcusknoten 51, alle weiteren Eigenvektoren
tragen zu dessen Stirke kaum noch etwas bei. Der Faktor < @ u; > /¢ betrigt 0.98
(51 = 0.86) und der Defekt zu den Mefdaten fallt bereits nach einem Schritt von 0.87
auf 0.196 ab. Das Rauschniveau ist erreicht. Die TSVD hétte somit bereits nach einem
Schritt abgeschnitten (v = ¢)

< & u; >
= —
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Abbildung 8.4: Simulation 1: Links die Referenzdipole; rechts daneben die Losung der
inversen Quellsuche nach 6 Dipolen iiber SA-TSVD

da das Diskrepanzprinzip d? = 0.038 < 0.144 = R%¢? gegriffen hitte. Das Ergebnis wird in
Abbildung 8.5 auf dem rechten Bild dargestellt. In den Schritten 2 bis 5 kann der Defekt
zu den MeBdaten kaum verringert werden, die Quellstirken der Dipole an den Knoten
754, 2870 und 2831 nehmen allerdings bereits Werte an, die im Bereich der Quellstéirke
des Sulcusknotens 51 liegen. Durch Hinzunahme des 6.Singuldrwertanteils wird der Defekt
zwar auf 0.11 gedriickt, allerdings wird die nur schwach (g = 0.02) zu den Mefipotentialen
durchdringende Quellverteilung hoher Frequenz (vg) um den Faktor 5‘22—;‘—‘-‘—2 = —5.49 in
einer Weise verstirkt, die eine Interpretation des Ergebnisses ohne Regularisierung

8
< B¢ >
Ater =Y ___._gz..'i*‘;vn
T

n=1

nicht mehr zulaft (Abbildung 8.5, Bild links).

Zusammenfassend kann zum Simulationsbeispiel 1 festgehalten werden: Durch Uber-
schitzen der Anzahl aktiver Quellen kann ein inverser Suchalgorithmus ohne Regulari-
sierung instabil werden. Nach dem Festlegen der Dipole, die die MeSdaten bis auf einen
verhiltnism#8ig geringen Defekt bereits erfiillen (in diesem Beispiel allein der Dipol 5l),
kann der iibrige und sich bereits im Rauschniveau befindende Defekt i{iber Dipole zu
erklidren versucht werden, die sich gegenseitig fast ausldschen und hohe Stirken bekom-
men kénnen. In dhnlicher Weise kénnten dazu auch schwach in die Messwerte eingehende
Quellen, wie zum Beispiel tiefe Quellen oder radiale Quellen bei einer MEG-Messung, be-
nutzt werden. Diese erkliren letztlich nur das Rauschen, kénnen ohne Regularisierung
aber so hohe Quellstirken erhalten, daf Ihnen bei der Interpretation der Losung eine
wichtige Rolle zugesprochen wiirde. Eine Regularisierung wird solche Anteile der verall-
gemeinerten Inversen abschneiden (TSVD) oder dimpfen (Tikhonov-Phillips). Quellen,
welche sich gegenseitig fast ausldschen, kénnen durchaus jede fiir sich einen starken Bei-
trag zu den Messwerten leisten (wie dieses Beispiel zeigt). Ein solches Ergebnis kann nicht
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Abbildung 8.5: Simulation 1, Suche nach 6 Dipolen: Im Bild links die Lésung der inversen
Suche SA-COF; rechts daneben die Lésung des linearen Ausgleichsproblems, das nach der
Vorgabe der links gefundenen Dipolorte entsteht, {iber die TSVD.

mehr interpretiert werden.

Die inverse Suche iiber Simulated Annealing in Kombination mit einer Regularisierungs-
methode scheint ein guter Ansatz zur Feststellung der ,sicheren® Quellen zu sein. Die
Quellen, die einen starken Beitrag zu den MeBdaten leisten, werden gefunden und ver-
schwinden nicht hinter Quellen mit ungewdhnlich hohen und physiologisch unerkldrbaren
Quellstarken ,,weniger sicherer® Quellen.

8.2 Simulationsbeispiel 2:

Es wurden 6 Referenzdipole auf die Positionen 11 (Starke 1), 21 (Starke 1.1), 31 (Stérke 1.3),
4] (Starke 1.1), 51 (Stérke 1) und Al (Stérke 1) der linken Sulcuswand gesetzt (Abbildungen
8.3 und 8.7). Die tiefer im Sulcus liegenden, in der Abbildung parallel angeordneten
Quellen (11, 21, 31, 4l) erzeugten nach einer Belegung mit normierter Quellstirke eine
Potentialverteilung mit euklidischer Norm im Bereich 0.25, Knoten 51 0.83 und Knoten
Al 0.71. Insgesamt ergab sich eine Referenzpotentialverteilung der Norm 1.95. Weifles
Rauschen mit Norm 0.30 wurde den Referenzpotentialen aufsummiert, so dafl ein SN von
75.3 erzielt wurde.
Gibt man bei der inversen Quellsuche zun#chst die Orte der Referenzdipole vor und be-
trachtet lediglich die L&sung des entstehenden linearen Ausgleichsproblems, so findet sich
ein Beispiel, fiir das das Rauschen extreme Auswirkungen auf die Bestimmung der Dipol-
parameter Starke und Richtung hat und das Konzept der Regularisierung extrem wichtig
wird. Da die gewihlten Dipolorte nahe beieinander liegen, ist die Wirkung vor allem
der Quellen 11, 21, 31 und 41 auf die Referenzpotentiale sehr dhnlich und die enfstehende
Einfluimatrix E wird schlecht-konditioniert. Fiir unser Beispiel ergab sich eine Kondi-
tion von 1960. Abbildung 8.7 zeigt die Losungen dieses Ausgleichsproblems iiber die COF
(zehnfach verkleinerter Mafstab, Bild unten links) und @ber die TSVD (Bild unten rechts).
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Abbildung 8.6: Simulation 1: Losung des Ausgleichsproblems durch die Pseudoinverse
nach Vorgabe der 6 Dipolorte, die iiber SA-COF berechnet wurden: Links oben die Ei-
genvektoren v, des Quellraums von E¥ E; rechts oben die Faktoren < ®¢ u, > /Gn;
Links unten die berechneten Dipolstarken nach Einbeziehung von nur einem (Abbildung
8.5, Bild rechts) bis zu allen sechs (Abbildung 8.5, Bild links) Singuldrwertanteilen; rechts
unten der Defekt nach Einbeziehung von n Singuldrwertanteilen.

In Abbildung 8.8 wird dieses Ergebnis genauer erlautert. Der erste Eigenvektor v; betont
die Knoten 51 und Al, da diese einen stirkeren Beitrag zu den MeBdaten haben. Nach drei
Singulirwertanteilen schneidet die TSVD ab (y = ¢3)

5 < ¥ u, >
Y —

T,®¢ = =

n=1

denn das Kriterium (17) der a-posteriori Parameterwahl wie in Kapitel 7, Algorithmus
72.2 ist erfillt (d2 = 0.29 < 0.36 = R%?). In den Schritten 4 bis 6 kann der Defekt
nur noch leicht verkleinert werden, allerdings geschieht das auf Kosten einer extremen
Verstirkung der hohen Frequenzen im Loésungsraum. Der Eigenvektor vs wird zum Bei-
spiel mit einem Faktor <_‘I’i§5:lJL> = —57.9 belegt und geht extrem in die Losung ein. Man
findet fiir die nahe beieinanderliegenden Quellen extrem hohe Quellstirken, die sich gegen-
seitig ausléschen. Eine solche Dipolverteilung ist nach heutigen physiologischen Kenntnis-
cen nicht sinnvoll und sollte somit aus dem Losungsraum ausgeschlossen werden. Man geht
davon aus, daf fiir nahe beieinanderliegende Dendritenverbinde A und B ein Stromfluf
sur Cortexoberfliche hin innerhalb des Dendritenverbands A bei gleichzeitigem von der
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Abbildung 8.7: Simulation 2: Oben die Referenzdipole; unten links die Losung des li-
nearen Ausgleichsproblems nach Vorgabe der sechs Referenzdipolorte iiber die COF bei

zehnfach verkleinerter Dipolstidrke; rechts davon die Losung der TSVD im Mafistab der
Referenzdipole.

Cortexoberfldche weg in die Tiefe gerichtetem Fluff des Verbands B auszuschlieflen ist. Die
Quellstdrke wird als eine glatte Funktion angenommen. Das Konzept der Regularisierung
ist somit fiir Fille von nahe beieinanderliegenden Quellorten physiologisch begriindet. Es
wird eine extreme Verstarkung des Rauschens in das Ergebnis verhindert.

In der Praxis treten auch extrem schlechte Konditionen der EinfluBmatrix fiir weit ausein-
anderliegende Dipolorte auf. Hier kann das Modell der Regularisierung nicht mehr iiber
die Glattheitseigenschaft der Quellstirke begriindet werden. Eine hohe Frequenz im Quell-
raum koénnte durchaus physiologisch sinnvoll sein. Hier ist die Regularisierung als eine Me-
thode zur Konditionsverbesserung anzusehen. Wiederum soll eine extreme Verstarkung
des Rauschens in die Lsung verhindert werden, natiirlich in diesem Fall auf Kosten der
tatsichlich in der Losung vorhandenen hohen Frequenz. Nimmt man aber mal an, die
gesuchte Quellverteilung wire hochfrequent (zum Beispiel J = v,,) und die EinfluBmatrix

der Referenzdipolorte hitte eine schlechte Kondition (G, sehr klein im Verh&ltnis zu ),
dann hitten die Mefdaten wegen

7L
Bl= 3 < 4% b = sila

n=1

im Bereich des Rauschens gelegen. Solche Quellverteilungen kénnen somit nicht gefunden
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Abbildung 8.8: Simulation 2: Lésung des linearen Ausgleichsproblems nach Vorgabe der
sechs Referenzdipolorte durch die verallgemeinerte Inverse: Im Bild links oben die Ei-
genvektoren v, des Quellraums von E' E; rechts oben die Faktoren < B¢ u, > [
unten links die berechneten Dipolstarken nach Einbeziehung von einem, iiber zwei (siehe
Abbildung 8.7, Bild unten rechts) bis zu allen sechs (Abbildung 8.7, Bild unten links) Sin-
gulirwertanteilen; rechts unten der Defekt nach Einbeziehung von n Singulidrwertanteilen.

werden und eine Regularisierungsmethode mit automatischer a-posteriori Parameterwahl
des Regularisierungsparameters wiirde die Nulldsung (siehe Kapitel 7, Algorithmus 7.2.2)
erzeugen.

Bei der ersten Quellrekonstruktion wurden fiinf Dipolen gesucht. In Abbildung 8.9 sind die
Ergebnisse der SA-COF (Bild links) und der SA-TSVD (Bild rechts) dargestellt. Der stark
su den MeBabnehmern durchdringende Dipol 51 wird iiber beide Algorithmen gefunden.
Ohne Regularisierung wird der Dipol 11 mit sehr hoher Stirke (9.9) auf der linken Wand des
Suleus durch den entgegengerichteten Dipol 2r der Starke 4.9 auf der rechten Sulcuswand
geschwicht, die SA-TSVD hingegen bleibt stabil auf der linken Wand des Sulcus. Die
SA-COF erfiillte die MeBdaten bis auf einen Defekt von 0.258, die SA-TSVD lieB einen
Defekt von 0.279.

Zur Interpretation der Ergebnisse werden nun die iiber SA-COF gefundenen Dipolorte
vorgegeben, das zugehorige Ausgleichsproblem iber die verallgemeinerte Inverse geldst
und in Abbildung 8.10 Schritt fiir Schritt dargestellt. Die Kondition der entstehenden
EinfluBmatrix betrug 20 (¢ = 0.89,6 = 0.043). Der 1.Eigenvektor vi betont den Knoten
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Abbildung 8.9: Simulation 2: Suche nach 5 Dipolen: Links die Lésung der inversen Quell-
suche iiber SA-COF; rechts die Lsung der inversen Quellsuche iiber SA-TSVD.

51 und durch den Faktor %li = —1.06 erhilt dieser bereits nach einem Schritt seine
Referenzstarke. Im 2.Schritt liegt die Betonung auf den Knoten 11 und 2r, am Knoten
2r ergibt sich nach Einbeziehen des 2.Singularwertanteils eine Stérke von -2.5. Durch die
negative Quellstarke wird die Wirkung des Dipols 1l somit noch unterstiitzt, 11 und 2r
zeigen in die gleiche Richtung. Durch die Zusatzbedingung v > ¢ hitte die TSVD nach
zwei Schritten bei einem Defekt von d=0.689 abgeschnitten (g3 = 0.19 < 0.3 = ¢), nach drei
Singularwertanteilen hétte das Diskrepanzprinzip gegriffen (d? = 0.266 < 0.36 = R2¢?).
Der fiinfte Anteil der verallgemeinerten Inversen zeichnet sich dadurch aus, dafl vs sowohl
Dipol 11, als auch Dipol 2r stark positiv betont und der ausgeprigte Faktor %ﬂﬁi =071
den Knoten 1l auf die Stérke 9.9 und den Knoten 2r auf die ebenfalls positive Stirke 4.9
treibt.

Werden durch SA innerhalb des Sulcus Knoten gew#hlt, welche sich auf gegeniiberlie-
genden Wéanden befinden, dann zeichnet sich eine hohe Frequenz im Quellraum (siehe
vs) dadurch aus, daff die Dipole gegeneinandergerichtet sind, sich damit hinsichtlich ih-
rer Potentialverteilung schwichen und kleine Potentialwerte bzw. Rauschen beschreiben.
Niedrige Frequenzen hingegen (siche v3) zeichnen sich dadurch aus, daff die Dipole in
eine Richtung zeigen und somit stark ausgeprdgte MeBdaten erzeugen. Die hohen Fre-
quenzen im Quellraum werden durch die Regularisierung der Kondition der zugehdrigen
Einflufmatrix entsprechend abgeschnitten (TSVD) bzw. geddmpft (Tikhonov-Phillips).
In diesem Beispiel wirkt sich die Regularisierung wieder konditionsverbessernd aus. Es
wird vermieden, dafl das Rauschen zu stark in die Lésung eingeht.

Bei der Suche nach sechs und acht Dipolen (Abbildungen 8.11 und 8.12) bleibt auch die
SA-COF auf der linken Sulcuswand stabil. Es scheint aber, daf§ iiber die SA-TSVD eine
héhere Aufldsung erzielt werden kann. Bei sechs (es liegen zwei Dipole der Stirke 2.5
auf benachbarten Knoten der linken Sulcuswand, im Bild schwer zu erkennen) und acht
Dipolen wird die Aktivitdt auf der linken Sulcuswand durch die SA-TSVD héher aufgeltst.
Bei acht Dipolen wird die SA-COF wieder ,,etwas® instabil. Diesmal bekommt ein schwach




8.2. SIMULATIONSBEISPIEL 2: 107

10 T
Faktoren <
8 =
6 F
4 -
£
=3 -
i ? .
or =
2. -
-4 -
-
5 N L
1 2 3 4 5
Knotannummer n
10 - T - T T T 2 -
Y bis 1.3ir —-— Defekt =
% bis 2.5ir e 18 L
BF % bis 3.50 e Y
\ bis 4.5i —w— ¥
\\ bis 5.Singulasrwert -s—- 16 F
A 1.4 F
& 1.2
:
@ 1pk
08
05
- -
04 +
i X N : L L L . 0.2 L L i
1 I Sl 1 2115 I 2880 1 2r 1] 1 2 2 & 5
Knotennummer n

Abbildung 8.10: Simulation 2: Suche nach 5 Dipolen: Losung des linearen Ausgleichspro-
blems nach Vorgabe der iiber SA-COF ermittelten Dipolorte durch die verallgemeinerte
Inverse: Im Bild links oben die Eigenvektoren v, des Quellraums von E* E; rechts daneben
die Faktoren < ®°¢, u, > /s,; links unten die berechneten Dipolstirken nach Einbeziehung
von einem bis zu allen fiinf Singuldrwertanteilen; rechts der Defekt nach Einbeziehung von
n Singuldrwertanteilen.

zu den MeBdaten durchdringender Dipol unten links auf der Kugeloberfliche eine grofie
Stiarke. Die Aktivitit des Knotens Al wird scheinbar bei beiden Algorithmen durch drei
Dipole beschrieben, rechts oben am Sulcusausgang und links und rechts im oberen Drittel
der Kugel.

Zusammenfassend kann zur Simulation 2 festgehalten werden: Liegen die Quellen auf ei-
ner Sulcuswand, kann iiber die SA-TSVD durch die konditionsverbessernde Wirkung eine
stabilere Quellrekonstruktion auf der betreffenden Wand erwartet werden. Es scheint, dafl
sich auch die Auflgsung leicht verbessert gegeniiber der SA-COF. Moglich ist ein ,,Hiniiber-
rutschen® von Quellen auf die nichtbetroffene Sulcuswand mit einer Richtung, welche die
Aktivitit der Quellen auf der tatsichlich betroffenen Wand unterstiitzt (siche dazu Simu-
lation 4, Suche iiber SA-TSVD nach 7 Dipolen, Abbildung 8.18). Weniger wahrscheinlich
ist eine Losung mit sich schwichenden Dipolen auf gegeniiberliegenden Wianden. Durch
den geringen Abstand der Sulcuswinde werden Dipole auf gegeniiberliegenden Winden
von der Singuldrwertzerlegung dhnlich behandelt wie benachbarte Dipole. Das Modell der
Regularisierung kann nicht fiir jedes Sulcusexperiment physiologisch begriindet werden.
Kann man aber aufgrund des Experiments davon ausgehen, daf die aktiven Quellen nahe
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CURRY.

Abbildung 8.11: Simulation 2: Suche nach 6 Dipolen: Links die Lésung der inversen
Quellsuche iiber SA-COF; rechts die Lésung der inversen Quellsuche iiber SA-TSVD.

beieinander und nicht weit verstreut (einige Quellen auf der linken Sulcuswand, einige auf
der rechten) liegen, ist das Modell SA-TSVD angemessen.

8.3 Simulationsbeispiel 3:

In diesemn Simulationsbeispiel sollte iiberpriift werden, wie die beiden Rekonstruktionsalgo-
rithmen auf eine Konstellation von auf beiden Sulcuswénden liegenden und sich gegenseitig
schwichenden Dipolen reagieren. In Abbildung 8.13 wird die Referenzquellverteilung dar-
gestellt. Es wurden Dipole auf die Knoten 11 (Starke 1.0), 21 (Stédrke 1.1) und 3] (Stédrke
1.0) der linken Sulcuswand und 1r (Stirke 1.0), 2r (Stéirke 1.2) und 3r (Stérke 1.0) der rech-
ten Sulcuswand gesetzt. Jede dieser auf Stdrke 1.0 normierten Quellen erzeugte ein Refe-
renzpotential der Norm 0.25 an den MefBpositionen, insgesamt hatte das Referenzpotential
aber durch den Effekt der ,,gegenseitigen Schwichung® nur eine Norm der Gréfie 0.368. Es
wurde mit unverrauschten Daten eine inverse Quellrekonstruktion SA-COF durchgefiihrt.
Die Referenzdipole 2r und 3r wurden mit leicht verringerter Stérke gefunden, Knoten 1r
wurde durch einen Nachbarknoten ersetzt, auf der linken Sulcuswand wurden die drei
Quellen durch eine Quelle auf dem Knoten 2l und eine Quelle auf dem Nachbarknoten
von 1l ersetzt, welche dementsprechend groBere Starken erhielten. Die sechste gefundene
Quelle hatte eine stark vernachlissigbare Quellstirke (ohne Abbildung). Die leichte Ab-
weichung von der Referenzquellverteilung ergab sich wiederum durch das Abspeichern der
Referenzpotentiale auf nur 5 Stellen Genauigkeit.

Es wurde nun weifles Rauschen der Norm 0.072 zu den Referenzpotentialen addiert, so
daB sich ein SN von 11.35 ergab.

Gibt man der inversen Quellsuche die Referenzdipolorte vor und zerlegt die entsprechende
EinfluBmatrix in das singulére System, ergeben sich die Singuldrwerte ¢; = 0.587, ¢ =
0.145, ¢z = 0.016, ¢4 = 0.0051, ¢z = 0.0019 und ¢ = 0.00085 und damit eine Kondition
von $90. So war es nicht verwunderlich, daf sich bei der Berechnung der dbrigen freien
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Abbildung 8.12: Simulation 2: Quche nach & Dipolen: Links die Losung der inversen
Quellsuche iber SA-COF; rechts die Losung der inversen Quellsuche iiber SA-TSVD.

Parameter Richtung und Stérke ein shnliches Bild ergab wie in Abbildung 8.7.

In Abbildung 8.14 wird die Losung dieses Ausgleichsproblems diskutiert. Der erste Eigen-
vektor v, im Quellraum beschreibt die niedrigste Quellirequenz. Die Knoten auf der linken
Sulcuswand erhalten positive Werte, die Knoten auf der rechten Sulcuswand negative in
der gleichen Grofienordnung, so dal auf beiden Winden des Sulcus nach rechts orientierte,
gleichstarke Dipole durch diese Frequenz ausgedriickt werden. Der Faktor < @, vy > /a1
liegt bei —0.88 - 1077, so daf jede Komponente des ersten Singuldrwertanteils der ver-
allgemeinerten Inversen vom Betrag bei ca. 0.0035 liegt und der Defekt nach dem ersten
Schritt kaum verringert wurde. Der zweite Eigenvektor v, betont die fiir die Referenzquel-
lanordnung wichtigste Frequenz. Die Quellen zeigen in Richtung Cortex, werden aber mit
dem negativen Faktor < @¢, vz > /5o = —2.55 gewichtet, so daB nach Einbeziehung des
2.Singulirwertanteils der Defekt auf 0.0726 abfillt. Die TSVD schneidet hier ab (Diskre-
panzprinzip d? = 0.0052 < 0.02 = R2%¢2 und ebenfalls € = 0.07 > 0.016 = ¢3). In den vier
weiteren Schritten vermindert sich der Defekt nur noch sehr gering, die hohen Frequenzen
im Quellraum werden aber vor allem durch den Faktor < @¢,vg > /<6 = —8.06 extrem
iiberschitzt, bestimmen die Losung der COF und sind physiologisch nicht sinnvoll. Hier
t1itt eine extreme Verstirkung des Rauschens auf. Die hohe Quellfrequenz ve hat, bedingt
durch die schlechte Kondition der Einflufmatrix, kaum Auswirkung auf die unverrauschte
Potentialverteilung. Im aufsummierten weilen Rauschen war die zugehdrige Mefraumfre-
quenz ug aber enthalten. Diese wird durch den sechsten Singulirwertanteil um den Faktor

L = 1176 verstrkt und geht extrem in die Lésung ein.

Bei der ersten inversen Quellsuche wurde nach sechs Dipolen gesucht. Abbildung 8.15,
zeigt die Resultate der beiden Rekonstruktionsalgorithmen. Beide Verfahren ersetzten die
drei Quellen jeder Sulcuswand durch einen Dipol mit erhdhter Quellstirke. Uber SA-COF
wurde die Aktivitst (ca. 2.4) etwas unterschatzt bei einem Defekt von d = 0.048, die
SA-TSVD konnte trotz groBeren Defekts von d = 0.057 die Quellstirken (ca. 3.2) etwas
genauer ermitteln.
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Abbildung 8.13: Simulation 3: Sich gegenseitig schwachende Referenzquellen auf beiden
Sulcuswénden.

Es wurden dann sieben Quellen gesucht. Das Rekonstruktionsergebnis stellt ebenfalls die

Abbildung 8.15 dar. Die SA-COF konnte bei einem Defekt von d = 0.047 weiterhin die L
Hauptaktivitdt im Sulcus darstellen. Die SA-TSVD versuchte hingegen, die MeSpotentiale
mit moglichst geringen Quellstérken zu erfiillen und konnte bei einem Defekt von d = 0.053
die Aktivitdt im Sulcus nicht mehr rekonstruieren. Suchte man nach acht Quellen und
mehr, ergab sich dasselbe Bild.

Zusammenfassung fiir die Simulation 3: Sind die MeBwerte schwach ausgeprigt, wird
ein inverser Suchalgorithmus mit Regularisierung bei einer tiberschitzten Anzahl aktiver
Quellen die "sichere” Lésung in Form einer angendherten Nullésung ermitteln. Ein Ver-
werfen von Information kann man sich bei geringer Ausprégung der Mefsignale nicht mehr
erlauben. Mit R = 2 und der Zusatzbedingung 7 > ¢ ist die Regularisierung vielleicht zu 754
vorsichtig eingestellt. Im néchsten Simulationsbeispiel werden einige Tests beziiglich einer B
Anderung des Parameters bzw. dem Verzicht auf die Zusatzbedingung durchgefiihrt. Die <
Suche iiber die volle Pseudoinverse (SA-COF) auf der Geometrie des simulierten Sulcus -2
konnte trotz erhdhter Anzahl geschitzter Quellen sinnvolle Losungen ermitteln, ist aber y2
die risikobehaftete Quellsuche, denn es kann zu Instabilititen kommen. Sinnvoll ist bei =

<

W
o

schwach ausgeprigten MeBdaten scheinbar eine Suche nach wenigen Quellen.

3.4 Simulationsbeispiel 4: -

An integrativen Leistungen und an der Entstehung zielgerichteten Verhaltens sind oft meh-

rere Hirnabschnitte beteiligt, die sogar raumlich weit voneinander getrennt liegen kdnnen
(Schmidt, Thews [48]).

Die folgende Simulation bezieht sich auf die Rekonstruktion solcher Referenzquellen. Es
wurde, wie in Abbildung 8.16 gezeigt, eine Referenzquelle auf den Knoten 11 der linken
Sulcuswand (Starke 2.0), zwel weitere rechis (Knoten 1622, Stirke 1.0) und links (Knoten

s oR Y As R e
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Abbildung 8.14: Simulation 3: Losung des Ausgleichsproblems durch die Pseudoinverse
nach Vorgabe der 6 Referenzdipolorte: Links oben die Eigenvektoren v, des Quellraums
von E'E; rechts oben die Faktoren < ®¢ u, > /¢,; Links unten die berechneten Di-
polstédrken nach Einbeziehung von nur einem bis zu allen sechs Singul&rwertanteilen; rechts
unten der Defekt nach Einbeziehung von n Singuldrwertanteilen.

754, Starke 1.0) vom Sulcus auf die Kugeloberflache gesetzt. Unverrauscht ergab sich eine
Referenzpotentialverteilung mit euklidischer Norm 0.71. Durch eine inverse Quellsuche
SA-COF anhand der unverrauschten Potentialwerte konnten alle drei Quellen mit korrek-
ter Starke ermittelt werden.

Zerlegt man die EinfluBmatrix der Referenzdipolverteilung in ein singuldres System, so
ergeben sich die Singuldrwerte ¢ = 0.32, ; = 0.26 und ¢z = 0.09, eine Kondition von 3.55
und folgende Anteile der Eigenvektoren des Quellraums an der Referenzquellverteilung:
< vy, J >=2.18, < v3,J >= —0.27 und < v3,J >= —-1.04. Die Frequenzen u; (Wich-
tung mit g3 < vg,J >= —0.0702) und uz (Wichtung mit ¢z < va,J >= ~0.093) gehen im
Vergleich zu u; (Wichtung mit ¢; < vy,J >= 0.697) nur schwach in die Referenzpotenti-
alverteilung ein.

Den Referenzpotentialwerten wurde weifles Rauschen der Norm 0.1848 aufsummiert. Es
ergab sich ein SN von 16.64.

Gab man die Referenzdipolorte vor und loste man das Ausgleichsproblem iiber die TSVD,
so wurde bereits nach dem 1.Singuldrwertanteil abgeschnitten, da das Diskrepanzprinzip
mit d% = 0.046 < 0.136 = RZ%¢? griff. Die Wahl des Parameters B = 2 und die Zusatzbe-
dingung v > € an die Regularisierung erscheinen hier etwas grob.
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Abbildung 8.15: Simulation 3: Suche nach sechs und nach sieben Dipolen: Links jeweils die
Losung der inversen Quellsuche iiber SA-COF, rechts die Lésung der inversen Quellsuche
SA-TSVD.
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Abbildung 8.16: Simulation 4: Referenzquellen.

Durch kontinuierliche Erhéhung der Anzahl geschatzter aktiver Quellen von drei auf acht
sollten die Algorithmen SA-COF und SA-TSVD (weiterhin R = 2 und Zusatzbedingung
v > €) auf ihre Rekonstruktionsqualitdt und Stabilitdt beziiglich weit auseinanderliegender
Referenzquellen getestet werden. Die Ergebnisse der scharfen inversen Lokalisierung sind
in den Abbildungen 8.17 und 8.18 dargestellt.

Bei der Suche nach drei Quellen konnten die Referenzdipole iiber SA-COF ziemlich genau
rekonstruiert werden (Defekt 0.1809). Scheinbar gab es keine Dipolanordnung, welche
die MeBpotentiale genauer hitte erkliren konnen. Die Suche iiber SA-TSVD reagierte
entsprechend der Einstellung vorsichtig auf das Rauschen, eine Quelle wurde links unten
auf der Kugel gefunden, die Sulcusquelle verrutschte auf die rechte Sulcuswand (Defekt
0.1866). Zur Interpretation dieser Losung wurden die gefundenen Dipolorte vorgegeben
und das Ausgleichsproblem {iber die verallgemeinerte Inverse gelést. Nach dem 2.Sin-
gulirwertanteil wurde durch die TSVD mit oben genanntem Defekt von d = 0.18669
abgeschnitten. Die volle verallgemeinerte Inverse konnte die Diskrepanz zu den MefBwer-
ten mit d = 0.18664 nur noch sehr gering mindern. Die gefundene Losung ist somit arm
an Anteilen der zu dieser Dipolkonstellation gehdrenden Quellfrequenz vs. Die SA-TSVD
sucht also eine Losung, welche die Mefdaten moglichst gut erfiillt und gleichzeitig der
Auflage entspricht, vorsichtig im Umgang mit den hohen Frequenzen zu sein.

Bei der Suche nach 5, 7 (Abbildung 8.18) und 8 (Abbildung 8.17) Dipolen zeigte sich die
stabilisierende Wirkung der Regularisierung. Bei 7 Dipolen wird zwar das Potential des
Referenzdipols 11 durch zwei Dipole beschrieben, von denen einer mit kleiner Starke auf
die rechte Sulcuswand gerutscht ist, die drei Zentren der Aktivitat werden aber dargestellt
(Defekt 0.1645). Die SA-COF kann zwar die Referenzdipole rekonstruieren, wird aber
instabil bei der Interpretation des Rauschens (Defekt 0.096). Bei 8 Dipolen werden iber
SA-TSVD die Referenzquellen bis auf den leicht in Richtung Sulcusausgang verschobe-
nen Sulcusdipol rekonstruiert, die iibrigen und nur das Rauschen beschreibenden Dipole
erhalten geringe Stirken (Defekt 0.1633). Die SA-COF wird instabil, sich gegenseitig
ausldschende Quellen erhalten hohe Quellstérken, der Defekt wird auf 0.089 gedriickt.
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Abbildung 8.17: Simulation 4: Suche nach 8 Dipolen: Links die Losung der inversen
Quellsuche iiber SA-COF; Rechts die Losung der inversen Quellsuche iiber SA-TSVD.

Es sollte nun der Parameter R variiert werden bei Verzicht auf die Zusatzbedingung v >
¢. Fir R € [1.7,2.0] wurde dieselbe Lésung ermittelt, wie bei vorsichtiger Wahl (siehe
Abbildung 8.18, Bild oben rechts). Das Ergebnis bei der Wahl R = 1.5 wird in Abbildung
8.19 dargestellt. Es ergab sich ein Defekt von 0.1856. Bei Wahl 2 = 1.1 wurde die Losung
der SA-COF ermittelt (Abbildung 8.18, Bild oben links).

Nimmt man die Zusatzbedingung v > € auf und variiert R, so erhélt man fiir B € [1.1,2.0]
die Losung wie bei vorsichtiger Wahl R = 2 (Abbildung 8.18, Bild oben rechts).
Zusammenfassend kann festgehalten werden: Uber die SA-COF werden weit auseinander-
liegende Quellen gut rekonstruiert, bei einem Uberschitzen der Anzahl an Quellen kann
dieser Algorithmus allerdings durch eine zu genaue Interpretation des Rauschens instabil
werden. Die SA-TSVD ist stabil, bei wenigen freien Parametern, mit der Voreinstellung
R = 2 und der Zusatzbedingung v > ¢ allerdings grob beim Verwerfen von Informa-
tion und vorsichtig im Umgang mit dem Rauschen. Ob in einer spéteren Version von
CAUCHY die Zusatzbedingung v > € verwendet wird, sollte durch weitere Simulationen
herausgestellt werden. Der Parameter R sollte auf ,Vorsicht* (R = 2) gesetzt werden,
bei wenigen zu suchenden Quellen und gut konditioniertem Problem sollte man sich aber
iiber die méoglichen Auswirkungen bewuft sein. Eine Dadmpfung der hohen Frequenzen
(Tikhonov-Phillips) statt eines Abschneidens (TSVD) sollte ebenfalls eine Verbesserung
der Rekonstruktionsergebnisse erzielen, allerdings auf Kosten der Rechenzeit.

8.5 Rechenzeitbedarf der scharfen Quellsuche

Um einen Eindruck beziiglich der Rechenzeit einer scharfen inversen Quellsuche zu gewin-
nen, seien hier einige Beispiele genannt. Die Rechnungen wurden auf einer IBM RISC
System /6000 7012 Modell 375 durchgefiihrt. Die Maschine besitzt eine Taktfrequenz von
62.5 MHz, einen Durchsatz von 25.9 MFLOPS (DP Linpack), einen Datencache von 32
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Abbildung 8.18: Simulation 4: Suche nach 3, 5 und 7 Dipolen: Jeweils links die Lsung
der inversen Quellsuche iiber SA-COF; jeweils rechts die Lssung der inversen Quellsuche

iber SA-TSVD.
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Abbildung 8.19: Simulation 4: Suche nach 3 Dipolen iiber SA-TSVD ohne die Zusatzbe-
dingung 7 > ¢ und bei Wahl des Parameters R = 1.5.

KB und einen Hauptspeicher von 64 MB.

Zur Berechnung der Einflufimatrix fiir die verwendete Struktur des simulierten Sulcus bei
ciner Anzahl von 3446 EinfluBknoten (innere Kugeloberfliche plus Sulcus) bedurfte es
einer CPU-Zeit von ca. 13 Stunden.

Fiir die inverse Quellsuche ergab sich insgesamt ein Speicheraufwand von ca. 2.9 Millionen
Integer- (4 Byte) und 1.6 Millionen Double-Werten (8 Byte), insgesamt also ca. 24.4 MB.
s sei aber bemerkt, daB der benstigte Speicherplatz innerhalb der Simulated-Annealing-
Unterroutine wesentlich geringer ist.

Suchte man nach 3 Dipolen bei einer festgelegten Anzahl von 5 Millionen SA-Iterationen,
so wurde iiber den Rekonstruktionsalgorithmus SA-COF 1 Stunde und 56 Minuten CPU-
Zeit verwendet, bei inverser Suche iiber SA-TSVD ca. 2 Stunden und 8 Minuten.

Bei der Suche nach 8 Dipolen und einer festgelegten Anzahl von 5.8 Millionen SA-Iterationen
bendtigte die SA-COF 5 Stunden und 41 Minuten, die SA-TSVD 7 Stunden und 37 Mi-
nuten reine CPU-Zeit.

Es sei angemerkt, daf sich die Rechenzeit der SA-TSVD durch eine Optimierung noch
leicht verkiirzen 1a8t.




Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden zwei Methoden zur Losung des direkten Problems vor-
gestellt. Ist die Modellierung des Kopfes durch einen schichtweise homogenen, isotropen
Leiter auch in Zukunft akzeptabel, so kann die Transformation der die Potentialvertei-
lung beschreibenden partiellen Differentialgleichung iiber die Integralgleichungsmethode
in eine Randintegralgleichung als theoretisch sinnvoller Ansatz bewertet werden. Diese
kann iiber die BE-Methode numerisch geldst werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein
Kollokationsansatz in den Dreieckseckpunkten mit stiickweise linearer Interpolation auf
den Oberflichenelementen und analytischer Berechnung der auftretenden Integrale mit ei-
ner Kollokation in den Massenzentren und stiickweise konstanter Interpolation verglichen.
Die Kollokation in den Dreieckseckpunkten vermindert im Vergleich zur Kollokation in
den Massenzentren die Anzahl an Unbekannten um ca. die Hilfte, da ungefihr doppelt
so viele Dreieckselemente wie Dreieckseckpunkte auf den vergitterten Oberflichen liegen.
Benutzt man direkte Verfahren zum Losen des entstehenden Gleichungssystems, wird die
Geometriematrix nur einmal zerlegt (z.B. QR-Zerlegung) und das L&sen des Gleichungs-
systems reduziert sich auf Vorwirts- und Riickwéartseinsetzen fiir eine gegebene Quelle.
Der Rechenaufwand zum Erstellen der EinfluBmatrix wird somit bei Kollokation in den
Dreieckseckpunkten und stiickweise linearer Interpolation nur ca. ein Viertel der Rechen-
zeit der Kollokation in den Massenzentren betragen. Auch beziiglich der Genauigkeit
erweist sich die Kollokation in den Dreieckseckpunkten und stiickweise lineare Interpola-
tion mit analytischer Berechnung der auftretenden Integrale als vorteilhaft. Die Isolation
der Knochenschicht ist wichtig. Der erhdhte Rechenaufwand (zweimaliges Losen eines
Gleichungssystems) 148t sich durch die erzielte Genauigkeit rechtfertigen. In der Nahe
von stark exzentrischen Dipolen mufl das Oberflichennetz lokal verfeinert werden, um ak-
zeptable Resultate zu erzielen. Die Bestimmung des zu verfeinernden Oberflichenbereichs
ist rechenaufwendig und schwierig.

Die Differentialgleichung ist auch bei Anisotropie und inhomogener Leitfahigkeit innerhalb
der Schichten giiltig. Uberfithrt man die Ausgangsgleichung in eine Variationsaufgabe, so
1a8t sich die Methode der finiten Elemente zur numerischen Lésung anwenden. Dazu wird
ein dreidimensionales Netz des Kopfes bendtigt. Es entstehen grofie Gleichungssysteme
mit diinnbesetzten Matrizen, die sehr kompakt gespeichert und iiber das CG-Verfahren mit
Vorkonditionierung effizient geldst werden kdnnen. So kann auch bei sehr feinen Netzen
eine akzeptable Rechenzeit ohne Auslagerung von Seiten durch das Betriebssystem (Pa-
ging) erreicht werden. Eine Vergitterung des Kopfes mit ca. 10° finiten Elementen fiihrte
beispielsweise auf einen Gesamtspeicherbedarf von 24 MB und 148t sich miihelos wahrend
der Rechnung im Hauptspeicher halten. Die Methode der finiten Elemente ermoglicht eine
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anpassungsfahige und sehr effiziente Losung des direkten Problems.

Beziiglich des inversen Problems wurde die scharfe inverse Quellsuche genauer studiert.
Es wird die Annahme gemacht, dafl die Mefidaten einem Prozef mit einigen wenigen
Zentren fokaler Aktivitdt im Gehirn entstammen. Die gesuchten Quellen kénnen beliebig
im Einfluiraum aller physiologisch méglichen Quellen liegen. Die Anzahl, der Ort und die
Ausrichtung der Quellen, welche die Mefidaten mit Riicksicht auf das Rauschen moglichst
gut erkldren, sind die zu bestimmenden Parameter.

In einer simulierten Sulcusstruktur wurden Referenzquellen gesetzt und deren Potential-
verteilung an 128 Elektrodenpositionen iiber die Methode der finiten Elemente berechnet.
Dieser Potentialverteilung wurde weisses Rauschen aufaddiert. Bei der inversen Quellre-
konstruktion anhand dieser Daten wurden zwei Algorithmen getestet, die SA-COF (ohne
Regularisierung) und die SA-TSVD (automatische, an die Kondition des Ausgleichspro-
blems angepafite Regularisierung). Liegen die Referenzquellen weit voneinander entfernt
und ist der Beitrag der einzelnen Quellen zur Potentialverteilung gleichmafig stark, so
fiihrt ein Unterschitzen der Anzahl aktiver Quellen bei der inversen Suche auf fehler-
hafte Ergebnisse. Bei leichtem Uberschitzen sollte ein inverser Suchalgorithmus jedoch
mdglichst stabil bleiben. Wurden beispielsweise drei Referenzquellen gesetzt und bei der
inversen Suche sechs Quellen vermutet, so konnte bei Verwendung der SA-COF Instabi-
litdt beobachtet werden. Die Referenzquellen werden rekonstruiert, es bleiben aber drei
Quellen ,,zur Erklirung des Rauschens®. Rauschen kann leider nicht nur durch Quellen
kleiner Quellstirke erklirt werden, sondern auch durch Quellen mit ausgepragten Starken,
deren Beitrag zum Mefpotential trotzdem gering ist (zum Beispiel radiale Quellen beim
MEG oder tiefe Quellen). Die Potentialverteilung einer Konfiguration von Quellen, wo
jede Quelle fiir sich eine groBe Stirke besitzt, die sich aber gegenseitig ausldschen, kann
ebenfalls im Bereich des Rauschens liegen. Bel Verwendung der SA-COF, d.h. ohne Re-
gularisierung wurden auf diese Weise Losungen ermittelt, bei denen der Anwender den
Quellen, die nur das Rauschen erklarten, aber hohe Quellstirken erhielten, besondere Be-
achtung geschenkt hitte. Die annihernd rekonstruierten Referenzquellen waren in bezug
auf ihre Quellstirke im Vergleich vernachldssigbar klein. Die SA-TSVD blieb bei einem |
Uberschiitzen der Anzahl aktiver Quellen stabil. Bei starker Regularisierung (R = 2 und
Zusatzkriterium v > €) und geringer Anzahl an gesuchten Quellen ergaben sich Ungenau-
igkeiten bei der Rekonstruktion der Referenzquellen. Beide Verfahren kénnen gemeinsam
zur Bestimmung der gesuchten Quellparameter herangezogen werden.

Die Integralgleichung (7) in Kapitel 5 wurde iiber eine Kollokationsmethode diskretisiert.
Die Kollokationsmethode gehdrt zu den Projektionsmethoden, deren spezielle Projektion
die Interpolation ist. Zum Ausgangsraum X = C'(D) wurde ein Unterraum X mit Basis
{h1,...,hg} der stiickweisen Ansatzfunktionen gew#hlt. Mit wachsendem % néhert sich
dieser Unterraum dem Ausgangsraum X an, in dem die gesuchte Losung liegt. Diese Wahl
von Unterraum und Basis der vorgestellten Kollokationsmethoden fiihrt leider auf Glei-
chungssysteme mit vollbesetzten Matrizen. Deren Speicherung ist aufwendig und bereits
bei Elementzahlen um die 3000 kann das Betriebssystem je nach Gréfle des vorhandenen
Hauptspeichers beim Losen der Gleichungssysteme Seiten auslagern (Paging). Das Erstel-
len der EinfluBmatrix wiirde sehr zeitaufwendig. Aktuelle Methoden der angewandten Ma-
thematik haben eine éhnliche Vorgehensweise, benutzen aber Unterrdume und zugehdrige
Basen, die auf diinnbesetzte Matrizen fithren. Damit kann der Gewinn einer Dimension
durch die Integralgleichungsmethode mit der Diinnbesetztheit der Matrizen der durch die
Diskretisierung entstehenden Gleichungssysteme gekoppelt werden. Die hier gewdhlten
Basisfunktionen werden ,wavelets“ genannt. Sie besitzen, wie schon die stiickweisen An-
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satzfunktionen, kompakte Triiger. Die betrachteten Unterrdume sind die Besovraume B,
(Dahmen [11], Louis [30]).

Beziiglich der scharfen inversen Quellsuche sollten weitere Simulationen durchgefihrt wer-
den, um herauszufinden, ob eine weniger vorsichtige Wahl des Parameters R der a-posteriori
Parameterwahl des Diskrepanzprinzips von ca. 1.4 und ein Wegfallen der Zusatzbedingung
~ > ¢ eine ausreichende Regularisierung darstellt, um Instabilititen durch Uberschatzen
der Anzahl aktiver Quellen zu vermeiden. Es sollte getestet werden, ob die inversen
Rekonstruktionsergebnisse des Simulated Annealing in Kombination mit der Tikhonov-
Phillips-Regularisierung zur Losung des Ausgleichsproblems (Dampfung der hohen Fre-
quenzen) den erhéhten Rechenaufwand im Vergleich zur SA-TSVD rechtfertigen. Als
weiteres Regularisierungsverfahren kann das Verfahren der konjugierten Gradienten mit

kontrolliertem Abbruchkriterium in Kombination mit dem Simulated Annealing getestet
werden (Louis [29]).
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Anhang B

Verzeichnis der verwendeten
Symbole

Bezeichnung
a(': )
A

At
A

o
15|
B

BE-Methode
C

CL-
C(Q)
Ck(Q)
ct©
C]l:i}jass
COF
C-S.

D

ar

ar
da(®,Vv)
Dg (92)
D(Q)

Erklarung

Bilinearform

Kompakter Operator € K(X,Y)
Verallgemeinerte Inverse zu A
Vektorpotential

Elliptizitdtskonstante

Ordnung des Multiindex f

Magnetische Induktion
Boundary-Element-Methode
Diagonalmatrix zur Wichtung der Mefikanile
Chlor-Ion

Menge der auf £ stetigen Funktionen
Menge der Funktionen mit stetigen Ableitungen der Ordnung k
Unterraum von C*(Q) der Funktionen mit kompaktem Triger
{ve CHQ)NCI @), fovdQ =0}
Complete Orthogonal Factorization
Ungleichung von Cauchy-Schwarz
Dielektrische Verschiebung
Oberflichenelement der Oberfliche T’
ndl’

Abstand des Elements ® vom Raum V
Funktionen ¢ in C§°(Q2) mit Tr{yp) C K
Ukca Dx(©)

Divergenz des Vektorfeldes A
EinfluBmatrix

EinfluBmatrix zum Quellorttupel g
Elektrische Feldstarke
Elektroencephalographie

Evozierte Potentiale

Rauschen des Meflkanals 7

Relative Dielektrizitdtszah!
Dielektrizitdtskonstante des Vakuums
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EPSP Exzitatorisches postsynaptisches Potential | m

E* Transponierte der Matrix F MEC

B, Filter des Regularisierungsverfahrens T O()

FE-Methode  Methode der finiten Elemente oC

v fiir alle w

F.-U. Friedrichssche Ungleichung Q

r Berandung des Gebiets {2 Q2

F; AuBere Grenzfliche der Schicht &; £2;

O+ Kalium-Leitfihigkeit der Neuronmembran Qzy:

INA+ Natrium-Leitfadhigkeit der Neuronmembran P

3 gibt es Pars

Inf Menge der EinfluBknoten {1,...,%n.} 8:

i j-te EinfluBknoten a¢

n Ndip * Trich I d

n(y) Auswirts gerichtete Einheitsnormale am Punkt y o

d/0n Ableitung in Richtung der duferen Normalen &

vU Gradient des skalaren Feldes U T

H Magnetische Feldstarke Q

h; i-tes Basiselement R

ht, pT Umkreis- bzw. Inkreisradius von T R(A)

I Stromstirke, Einheit: Ampére (A) R(A)

IPSP Inhibitatorisches postsynaptisches Potential T

j Elektrische Stromdichte ' P

i Primarstromdichte p(A)

Jp Stromquelldichte (J, =V - jp) V xi

k Komplexe Wellenzahl g |

K+ Kalinum-Ion s+

KX, ¥} {T € L(X,Y) : T ist kompakt} s¢

K (x) Kugel mit Radius € um den Punkt x st

K, Oberflache der Kugel K, SA

A Eigenwert SA-C

MT) Spektrum des Operators T: A(T) := {A € R : A\] — T ist nicht invertierbar}

A Laplace-Operator SA-T

() Funktional

L(X,Y) Raum der linearen Operatoren von X nach ¥ o

L3(Q) Raum der iiber  quadrat-integrierbaren Funktionen o7 =

L*(R2) Raum der iber Q beschrankten Funktionen S

M Moment des mathematischen Stromdipols SN

|7 Relative Permeabilitétszahl & .53

() Volumen von 2 ' % £.4

1o Permeabilitidtszahl des Vakuums | Hm(g

N Menge der natiirlichen Zahlen |

NA* Natrium-Ion H}

N(E) Kern des Operators E: {M € R® : EM = 0} ! H'

NC NormalenConstraint (anatomische Voriiberlegung) |- =

Tinf Anzahl Einflulknoten 7L

Trich Anzahl Richtungen der Quelleinspeisung o

Ndip Geschitzte Anzahl aktiver Quellen bei der scharfen inversen ' ; %
Quellsuche

— T T T i
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=0
&
ik

=5
RN
&T

B

E

IO e o

R(A)

s&
SA
SA-COF

SA-TSVD

o

&

SN

R
< 9>y
H™(Q)

Hy;

Il
| F11.

Il llo.r

|- m

O'-_=O'.g=0'.;-+_1

Anzahl der MeBabnehmer (EEG/MEG)
Magnetoencephalographie

Landau-Symbol: f(z) = O(g(z)), falls |f(z)| < const |g(z)|
Ohne Normalenconstraint (ohne anatomische Voriiberlegung)
Kreisfrequenz

Gebiet des Volumenleiters Kopf

i-te Schicht im Mehrschichtmodell

Abschlufl der Schicht €;

Gebiet des aktivierten Neuronenverbands (Zylinder)

Anzahl Schichten des schichtweise homogenen Volumenleiters

Projektion auf R(A)

partielle Ableitung 8/0z;

partielle Ableitung der Ordnung o

Elektrisches Potential

Ritz-Galerkin-L8sung im Raum V;,

Koeffizientenvektor von ®” bzgl. der Basis {h1,...,hn}
Magnetischer Fluf

Orthogonale Matrix

Menge der reellen Zahlen

{geY:3 fe X mit Af =g}

Orthogonale Komplement von R(A)

Radius der Oberfldche T';

Elektrische Ladungsdichte

Spektralradius der Matrix A

Rotation des Vektorfeldes A

Vektor der Quellstarken

= E*v Losung minimaler Norm bei unverrauschten Daten
Berechnete Quellstirken bei verrauschten Mefidaten

= Etv* Losung minimaler Norm bei verrauschten Daten
Simulated Annealing

Simulated Annealing in Kombination mit kompletter orthogonaler

Faktorisierung (ohne Regularisierung)

Simulated Annealing in Kombination mit abgeschnittener
Singulirwertzerlegung (mit Regularisierung)

Elektrische Leitfahigkeit

Leitfshigkeit der i-ten Schicht im Mehrschichtmodell

i-ter Singuldrwert

Signal-Rausch-Verhdltnis

Duale Paarung (Skalarprodukt)

Y nsa? < fyun >< g,vn >, Skalarprodukt in A
Sobolevraum von Lo-Funktionen mit quadrat-integrierbaren
Ableitungen bis zur Ordnung m

{ve HY(R), [qvd2 =0}

Dualraum zu H

Sobolevnorm der Ordnung m

(T & € £l > |2)3"’2, Norm in X,

Lo-Norm auf I'

Sobolevseminorm der Ordnung m




126 ANHANG B. VERZEICHNIS DER VERWENDETEN SYMBOLE

span{hy,..., hn} Erzeugnis von {hy,..., Ry}

SQUIDS Superconducting QUantum Interference DeviceS

|| - ]lzee Suprenumsnorm

i Tesla, Einheit der magnetischen Induktion, 1T=1-:;§-

T Triangulation von €

T i-tes finites Element der Triangulation von 2

5 Regularisierung von AT mit Regularisierungsparameter v

Tr(f) Trager der Funktion f

TSVD Truncated Singular Value Decomposition

U Bei der Singularwertzerlegung entstehende orthogonale
Matrix aus R™*™

Us i-ter Eigenvektor von AA*

u; i-ter Eigenvektor von EE™

T Leiterschleife beim MEG

v Vektor der unverrauschten Potential- und Flufiwerte an den Mefabnehmern

v = v + Av Vektor der verrauschten Potential- und
FluBwerte an den MeBabnehmern

Av Rauschen in den MeBdaten

v; i-ter Eigenvektor von A*A

Vi i-ter Eigenvektor von EF

Vv Bei der Singuldrwertzerlegung entstehende orthogonale
Matrix aus R™*"

Var(:) Variationsaufgabe

¥, n-dimensionale Teilraum des Raums V'

X, = R((A*A)¥/?), Prahilbertskala ‘

Em Kollokationspunkt m
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