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6.1.3 Typeneinteilung

Ob Anfangs- oder Randwerte bei partiellen Differentialgleichungen vorzugeben
sind, hingt vom Typ der Differentialgleichung ab. Die allgemeine lineare Differ-
entialgleichung zweiter Ordnung in » Variablen hat die Gestalt

— Z ai(x um,ﬁ—Zb xX)uy, +c(x)u = f(x). (6.13)

i,k=1

Falls die Funktionen aj, b; und ¢ unabhéngig von x sind, spricht man von einer
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Weil fiir zweimal stetig dif-
ferenzierbare Funktionen uy,,, = u,,y; gilt, kann 0.E.d.A. die Symmetrie aj(x) =
ai(x) vorausgesetzt werden. Die zugeordnete n X n Matrix

A(x) := (air(x))

ist dann symmetrisch.
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Definition 6.1.17 (Typ der Differentialgleichung). 1. Die Gleichung (6.13) heisst
elliptisch im Punkte x, wenn A(x) positiv definit ist.

2. Die Gleichung (6.13) heisst hyperbolisch im Punkte x, wenn A(x) einen
negativen und n — 1 positive Eigenwerte hat.

3. Die Gleichung (6.13) heisst parabolisch im Punkte x, wenn A(x) positiv
semidefinit, aber nicht definit ist und der Rang von (A(x),b(x)) gleich n

AYS

4. Eine Gleichung heisst elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch, wenn sie
fiir alle Punkte des Gebiets die betreffende Eigenschaft hat.
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In beiden Fillen hat das Potential ® eine Singularitidt am Ort x = xo und ist
ansonsten glatt. Setzt man (6.5-6.7) in (6.1) ein, dann erhilt man die Poisson
Gleichung fiir das Korrekturpotential

V- (cVP") = f inQ, f:=V-(c"VD~), (6.11)
mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der Kopfoberfliache
(oVP“" n) =g onT, g:=—(cVd~ n). (6.12)

Diese Gleichung wird numerisch nach @™ gelost, um dann das Potential ¢
schliesslich tiber (6.6) zu berechnen.

Comment 6.1.1 ('Typ der Differentialgleichung). Die Differentialgleichung (6.11)
fiirs Korrekturpotential ist von elliptischem Typ, da

der positiv definite Leitfdahigkeitstensor am Ort x € Q ist.
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6.1.4 Sobolev Riaume

Die Sobolev-Ridume werden auf dem Funktionenraum L,(Q) aufgebaut. L,(Q)
besteht aus allen Funktionen u, deren Quadrat {iber Q Lebesque-integrierbar ist.
Dabei werden zwei Funktionen # und v miteinander identifiziert, wenn u(x) =
v(x) fiir x € Q abgesehen von einer Nullmenge gilt. Durch das Skalarprodukt

(1, v)0 = (u, )z, = / u(x)v(x)dx

JQ

wird L, (Q) zu einem Hilbert-Raum mit der Norm

[lullo = v/ (u, u)o.
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Definition 6.1.18 (Schwache Ableitung). u € L,(Q) besitzt die (schwache) Ableitung
v=0%, falls v € L,(Q) und

(w,v)o = (=) (0%, u)g VweCT(Q) (6.14)

gilt. In dieser Definition ist o = (Qly, ..., Q) ein Multiindex mit Ordnung || :=
Y 0. C=(Q) bezeichnet den Raum der beliebig oft differenzierbaren Funk-
tionen und Cy(Q) den Unterraum der Funktionen, die nur in einer kompakten
Teilmenge von C von O verschiedene Werte annehmen.
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(w,v)o = (=D (@%w,u)g YweCT(Q)

Comment 6.1.2 (Schwache Ableitung). o Wenn eine Funktion im klassischen
Sinne differenzierbar ist, existiert auch die schwache Ableitung, und beide

Ableitungen stimmen iiberein. Dann beinhaltet (6.14) gerade die Green-
sche Formel fiir die partielle Integration.

o Der Begriff der schwachen Ableitung wird auf andere Differentialopera-

toren entsprechend iibertragen. Sei z.B. u € Ly(Q)" ein Vektorfeld. Dann
ist v € Lp(Q) die Divergenz im schwachen Sinne, kurz v = div u, wenn

(w,v)o=—=(Vw,u)g VweC;(Q)

gilt.
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Definition 6.1.19. Fiir ganzzahliges m > 0 bezeichnet H™(Q) die Menge aller
Funktionen u € L,(Q), die schwache Ableitungen 0*u fiir alle || < m besitzen.
In H™(Q) wird durch
(. v)m =Y (0%u,0%v)o
lo|<m

ein Skalarprodukt mit der zugehorigen Norm

[|u] [ 2=/ (y00) = Z “aa”HO

lo| <m

erkliirt. Daneben betrachtet man die Seminorm

] = Z [10%ul[5-

lot|=m
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Figure 6.1: Kegelbedingung: Die Innenwinkel an den Ecken des Gebiets seien
positiv, sodass man einen Kegel mit positivem Scheitelwinkel so in Q verschieben
kann, dass er die Ecken beriihrt. Gebiete mit erfiillter (links) bzw. verletzter
Kegelbedingung (rechts).
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Comment 6.1.3 (Sobolev-Ridume). o Mitder Norm ||- ||, ist H" (Q) vollstiindig,
also ein Hilbert-Raum.

o Sei Q C R" offen mit stiickweise glattem Rand und erfiille eine Kegelbe-
dingung (siehe dazu Abbildung 6.1). Sei zudem m > 0. Dann ist C*(Q)N
H™(Q) dicht in H™(Q). H™(Q) ist also die Vervollstindigung von C*(Q),
wenn € beschriinkt ist.

* Die Vervollstindigung von CJ(Q) bzgl. der Sobolev-Norm || - ||, wird mit
H{'(Q) bezeichnet.

o Es ergibt sich folgendes Schema:

L, (Q) = SHY(Q)DH*(Q)D...
U U
DHJ(Q)DH(Q)D...
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Der Raum Ly (Q) enthdilt auch unbeschrinkte Funktionen. Auch hohere
Sobolev-Rdiume konnen durchaus Funktionen mit Singularitiiten enthalten.
Ein Beispiel ist die Funktion

!
(v +y2+z2)B’

die im H' enthalten ist und eine Singularitit im Ursprung hat.

u(x, y,z) =

2 2 2
leallt = [[eell + uli
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Theorem 6.1.20 (Poincaré Friedrichssche Ungleichung). Sei Q in einem n-dimensionalen
Wiirfel der Kantenliinge s enthalten. Dann gilt:

IV)lo <slv|1 Wve Hé (Q).

Proof. Siehe [33, Satz 1.5].
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Folgende Sitze sind Folgerungen aus der Friedrichsschen Ungleichung (siehe
dazu [33]):

Theorem 6.1.21 (Norm-Aquivalenz). Wenn Q beschriinkt ist, sind in HJ'(Q) die

Normen || - ||;n und |- |, dquivalent. Ist Q in einem Wiirfel mit Kantenlinge s
enthalten, so gilt

|V|m < ||V||m <(1 "‘S)m|v|m Vv € H(’)n(Q)
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Theorem 6.1.22 (Variante der Friedrichsschen Ungleichung). Es sei Q ein Ge-
biet mit Volumen u(QQ), welches in einem Wiirfel mit Kantenliinge s enthalten ist.
Dann gilt fiir alle v e H' (Q)

Ilo < FIVu(@) + 2o, 7i= [ v(@)dx/u(€).
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Theorem 6.1.23 (Sobolev-Raum der o-Distribution). Es ist

SecH "> ¥R") VYe>0

und
D*§ ¢ H/> =Ry e >0

Proof. Siehe [201, Seite 273].
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6.1.5 Variationsformulierung

Wir betrachten nun den elliptischen Differentialoperator 2.0rdnung mit Diver-
genzstruktur

= — Z 8 ,kaku +a0u
ik=1

Das Problem
Lu= f in Q, u=g auf I

wird Dirichlet-Problem genannt, wihrend

Lu=f inQ, Y niagdu =g auf T
i=1

Neumann-Problem genannt wird.
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V.6V = f inQ,  f:=V-(c°"VP), (6.11)

mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der Kopfoberfldche

(VP n) =g onT, g = —(cVd~ n).

Eine Funktion, welche eine gegebene Differentialgleichung 2.0rdnung erfiillt
und die vorgegebenen Randwerte annimmt, wird als klassische Losung bezeich-
net, wenn sie bei Dirichlet-Randwerten in C*(Q) N C%(Q) bzw. bei Neumann-
Randwerten in C?(Q)NC'(Q) enthalten ist. Klassische Losungen erhilt man
bei hinreichend glattem Rand sowie stetig differenzierbaren Koeffizienten. Glei-
chung (6.11) kann damit nur unter der Bedingung ¢ € C! (Q,R°*7) im klas-
sischen Sinne verstanden werden. Fiir ein Multi-Kompartment-Modell mit Leit-
fahigkeitsspriingen zwischen Kompartments suchen wir eine sogenannte schwache
Losung im Sobolevraum H'!(Q).
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Theorem 6.1.24 (Charakterisierungssatz). Sei V ein linearer Raum und a : V X
V — R eine symmetrische, positive Bilinearform, d.h. es sei a(u,u) > 0 Yu €
V., u# 0. Ferner sei | :V — R ein lineares Funktional. Die Grisse

J(v) = %a(v, v)—1(v)

nimmt in'V ihr Minimum genau dann bei u an, wenn
a(u,v) =1(v) YveV

gilt. Ausserdem gibt es hochstens eine Minimallosung.
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Proof. Fiuru,veV undt € R ist

|
J(u+1tv) za(u—i—tv,u—i—tv)—l(u—}—tv)

J(u)+tla(u,v)—1(v)] + %tza(v, V). (6.19)

<: Wenn u € V die Bedingung (6.18) erfiillt, dann folgt aus (6.19) mit ¢ = 1:

J(u+v) =
(6.20)

falls v # 0 ist. Dann ist u also eindeutiger Minimalpunkt.

=: Wenn J bei u ein Minimum hat, muss fiir jedes v € V die Ableitung der
Funktion ¢t — J(u+1v) bei t = 0 verschwinden. Nach (6.19) betrigt die Ableitung
a(u,v)—1(v), und es folgt (6.18). ]
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Theorem 6.1.25 (Minimaleigenschaft). Jede klassische Losung der Randwert-

aufgabe

Lu f inQ
u 0 aufT’

mit elliptischem Differentialoperator 2. Ordnung mit Divergenzstruktur

n

Lu:= — Z o (a,-kaku) + apu
k=1

ist Losung des Variationsproblems

1 n
3 Z aikaivakv—l—aovz — fv| d€2 — min!
ik=1

(6.21)

(6.23)

unter allen Funktionen in C*>(Q)NC°(Q) mit Dirichlet-Randwerten (Nullrand-

werten).




n
Lu:=— Z 0; (a,-kaku) +aopu
ik=1

Proof. Der Beweis nutzt die Greensche Formel: Seien v und w C'-Funktionen,
dann gilt

/ vowdQ = — / woivdQ + / vwn;dI (6.24)
JQ Q r

mit n; die i-te Komponente der dusseren Normalen 7. Indem man w := a;;d;u in
(6.24) einsetzt, folgt fiir alle v € C'(Q)NC(Q) mit v =0 auf T

/Qva,' (aikaku) dQ = — / a,-ka,-vakudQ. (6.25)
. JQ

Nun setzt man

n
/ [Z aixQiudyv + aouv | dQ,
Jo

ik=1

/vadQ.

Durch Summation von (6.25) iiber i und k ergibt sich fiir jedes v € C'(Q)NC(Q)
mitv=0auf I":

/ Y [— Z 0; ((Iikaku) +aou— f|dQ
JQ

i.k=1
/ viLu— a2 o.
JQ

Aus dem Charakterisierungssatz 6.1.24 folgt die Minimaleigenschaft des Funk-
tionals. m
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Comment 6.1.4. Mit derselben Schlussweise erkennt man, dass jede Losung des
Variationsproblems, sofern sie im Raum C*(Q) NC°(Q) liegt, eine klassische

Losung der Randwertaufgabe ist.
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—V-(6VEO) = f inQ,  f:=V-(c"VI”), (6.11)

Leider existiert, wie bereits erwihnt, fiir das Korrekturpotential in (6.11)

im Multi-Kompartment-Modell mit Leitfahigkeitsspriingen zwischen den ver-
schiedenen Kopfgeweben keine klassische Losung. Zum Nachweis der Existenz
einer Losung muss das Problem deshalb in einem passenden Hilbert-Raum be-
trachtet werden. Dazu zunéchst folgende Definitionen:
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Definition 6.1.26 (Stetige Bilinearform). Sei H ein Hilbertraum. Eine Bilinear-
forma: Hx H— R heisst stetig, wenn es eine Konstante Cye; > 0 gibt, sodass

Vu,ve H: |a(u,v)| < Csetllu||lg||v||a-
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Definition 6.1.27 (H-Elliptizitit). Eine symmetrische, stetige Bilinearform a heisst
H-elliptisch, wenn mit einem Ceyp > 0

YveH : a(v,v) > Cen||v||
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Theorem 6.1.28 (Lax-Milgram). Sei V' eine abgeschlossene (english: closed),
konvexe Menge in einem Hilbert-Raum H und a : H X H — R eine elliptische
Bilinearform. Fiir jedes | € H' hat das Variationsproblem

1

J(v) = za(v,v) —1(v) = min!

genau eine Losung in'V.




Proof. ] ist nach unten beschrinkt, denn es ist

1
Jv) = ECenllVll?{ = 1l - [V] |

1
2Cen

V1B o W1

C = [11l1a)* ~ 2Ca
(CenlVllz = [1]]a) 2Can = 2Cen

Setze ¢y := inf{J(v) : v € V}. Sei (v,) eine Minimalfolge. Dann ist

Cell||Vn - VmH;—] < a("n —Vm,Vn — Vm)
za(vnavn) + 261(\/,,,, Vm) — a(Vn + Vin, Vi + Vm)

Vi + Vi )
2

47 (vp) 44 (vy) — 8J(
) _

< 4J(Vn) +4J(Vm 8C1 )

weil V konvex und deshalb %(v,, +vy) €V ist. Wegen J(v,),J(vy,) — ¢ folgt
||V — V|| — O flir n,m — . Also ist (v,) eine Cauchy-Folge in H und es ex-
istiert u = lim, .. v,. Da V abgeschlossen ist, gilt auch u € V. Aus der Stetigkeit
von J schliessen wir J(4) = lim,,_ye J(v,;) = infyey J(v).

Die Losung ist eindeutig, denn seien sowohl #; als auch u, Losungen, dann wire
uy,ur, Uy, U, ... eine Minimalfolge. Wie wir sahen, ist jede Minimalfolge eine
Cauchy-Folge. Das ist nur fiir u; = u, moglich. ]
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Definition 6.1.29 (Schwache Losung). Eine Funktion u € H}(Q) heisst schwache
Losung der elliptischen Randwertaufgabe 2.0rdnung mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen

Lu finQ, (6.260)
u 0 auf T,

Z 8 ,kaku —I—aou (6.27)
ik=1

wenn mit der zugehorigen Bilinearform und dem zugehorigen Funktional

a(u,v) /[Z aix0;udyy + aouv | dQQ,
Q

i.k=1
() /Q Frd = (f.v),

die Gleichungen
Vv e Hy(Q) : a(u,v) =1(v)

gelten.
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Definition 6.1.30 (Gleichmissige Elliptizitit; uniform ellipticity). Nach Defini-
tion 6.1.17 ist ein Operator L elliptisch in Q, wenn alle Eigenwerte von A(x)
positiv sind. Damit ist also L in Q elliptisch, wenn

Z a;(x)5C;, >0  VxeQ,0£LeR" (6.28)
i,j=1

Fiir alle x € Q existiert c(x) := min{a;;(x)C;C; : |C| = 1} und muss positiv sein

(c(x) ist der kleinste Eigenwert von A(x)!). Somit kann man (6.28) auch in der
Form

Z a;; ()G C; > c(x)|¢), c(x) >0VxeQ,LeR". (6.29)
i,j=1

schreiben. Der Operator L heisst gleichmissig elliptisch (english: uniformly
elliptic) in Q, wenn
inf{c(x) :x € Q} > 0. (6.30)




[Wolters, Lecture scriptum]

Theorem 6.1.31 (Existenzsatz). Sei L mit
Lu:=— Z i (aioru) + apu (6.31)
ik=1

ein gleichmdissig elliptischer Differentialoperator 2.0rdnung. Dann hat das Dirichlet-
Problem

Lu = f inQ (6.32)
u = 0 aufT

Vf € Ly(Q) stets eine schwache Losung in Hy (Q). Diese ist Minimum des Vari-

ationsproblems

J(v) = %a(v, v) —1(v) = min!

in Hj (), wobei Bilinearform a und Funktional [ folgendermassen definiert sind:

/ [Z i 0;UoyV + aouv dQ,
Q

ik=1

/ FrdQ = (£.v)o.
Q
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Proof. Stetigkeit der Bilinearform: Mit d := sup{ai (x);x € Q,1 < ik < n} er-
halten wir mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

Z /a,'ka,'btakde < d Z /8uakde|
ik=1"€

i.k=1

Cauchy Schwarz
< \// diu 2dQ\// 9v)2dQ
Ik 1
< dnz\// (aju)ZdQ\// (a[v)de
Q Q
< di’lz\/Z/(aiu)de\/Z/(aiv)de
i=17Q =178

dn2|u|1|v|1

Wenn ausserdem C > sup{ap(x);x € Q} angenommen wird, ergibt sich

/aouvdﬂ' < C /uvd£2|
Q Q

Cauchy-Schwarz
< Cllullol[V]lo-

Damit ist die Stetigkeit der Bilinearform bewiesen:

la(u,v)l < CllullolIvllo +dn®|uli v,

2
< O\l + B/ IR+ VR -+ dn® 1 + [l B /1 + (IR

(6.17)
=" (C+dn)||ul[1|[V]]:

leel[f = llullg + lul (6.17)
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Elliptizitit der Bilinearform: Die gleichmissige Elliptizitit von L bewirkt nun
nach adequater Koordinatentransformation x — Ux mit einer orthogonalen Ma-
trix U, sodass UT A(x)U diagonal wird:

i aix0ivorv > Cep i(a,‘v)z.

ik=1 i=1

Sei s nun die minimale Kantenldnge des Wiirfels, der Q enthilt, dann liefert die
Integration

n Satz6.1.21 (C
a(v,v) > Ca . /Q 0v)2dQ = Caiv[} > 1 jls||v||% Vv € H(Q)
=1

und die Elliptizitit von a ist bewiesen.

Also ist a eine H-elliptische Bilinearform. Da f € L,(Q), ist / nach Cauchy-
Schwarzsscher Ungleichung ein beschrinktes Funktional, sodass nach Satz 6.1.28
von Lax-Milgram die Existenz einer eindeutigen schwachen Losung gesichert ist,
die nach Charakterisierungssatz 6.1.24 auch Losung des Variationsproblems ist.

[l

Folgende Sitze sind Folgerungen aus der Friedrichsschen Ungleichung (siehe

n
Y aidiudiy+aouv| dQ, | ez 1330
Q |ik=1 Theorem 6.1.21 (Norm-Aquivalenz). Wenn Q beschrinkt ist, sind in HY'(Q) die
Normen ||+ || und |- |, dquivalent. Ist Q in einem Wiirfel mit Kantenlinge s
enthalten, so gilt

[Vl <Vl < (145)" v Vv e Hy'(Q)
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—V - (cVP©") = f in Q, f:=V-(cC"VDPT), (6.11)
mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der Kopfoberfliche

(6Vd“" n) =g onT, g :=—(cVd~ n). (6.12)

Fiir die elliptische Differentialgleichung 2.0Ordnung mit Divergenzstruktur fiirs
Korrekturpotential (6.11) mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der
Kopfoberflache (6.12) muss zunichst eine sogenannte Kompatibilitdtsbedingung
an die rechten Seiten f und g beachtet werden, die sich aus

/ raq LY — / V. (oVaeom) g Gb _ / (VT nyar L _ / ¢dT
Q Q I I

ergibt. Die Kompatibilitdtsbedingung lautet daher

/fdQ+/ng:O
Q r
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—V - (cVP©") = f in Q, f:=V-(cC"VDPT), (6.11)
mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der Kopfoberfliche

(6VO“" n) =g onT, g:=—(cV®P~ n). (6.12)

Lemma 6.1.32. Die Differentialgleichung fiirs Korrekturpotential (6.11) mit in-
homogenen Neumann Randbedingungen (6.12) erfiillt die Kompatibilitditsbedin-
gung (6.33).




Proof. Mit Q' := Q\ K(xo,€), wobei K(xo,€) eine Kugel mit Radius € um die
Quellposition xo ist, gilt

/ I / g Def / V. (cOTVE™) — / (V™ n)
Q r Q r
GauB / (6°"VO” n) — / (oV®™ n)
r r

r

Gab [ v, (o°ve~)+ / (=™, n)
o 3K (x0,€)

= 0.

Im letzten Schritt der obigen Gleichung sind beide Integrale gleich Null: Das
Volumenintegral ist Null, da ®* eine Losung des homogenen Problems ist und
JP(x) = 0 fiir alle x € /. Das Oberflichenintegral ist Null, da &> das Poten-
tial fiir einen Dipol im Mittelpunkt des kugelformigen Integrationsgebietes ist
und, wenn wir das Gebiet in zwei Halbkugeln aufteilen, das Oberfldchenintegral
tiber die eine Halbkugel exakt das Negative des Oberfldchenintegrals der zweiten
Halbkugel ist. Dazu muss man sich zunichst den Gradienten des Singularititen-
potentials (6.10) anschauen. Legt man xo, den Mittelpunkt der Kugel, in den Ur-
sprung, dann sieht man, dass fiir alle Vektoren r vom Ursprung zu einem Punkt
auf dem Kreisrand gilt:

Vo= (r) = VO*(—r), n(r) = —n(-r)

Damit gilt fiir das Integral tiber 0K, den unteren Teil der Halbkugel,

/a (07Ve”(1),n(r)) = /3 ' (67V&”(—r),n(-1)) = - /a (07V"(1).n(r).

0
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V. (@VEO) = f inQ,  f:=V-(cPTVE™), (6.11)

mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der Kopfoberfliche

(oV®“" n)=g onT, g:=—(cV®~, n). (6.12)

o [ (c*)'M
Vo©(x) = anvaeto ((07) ' (x—%0),x—x0) (6.10)
T 3(M(67) ! (x—x0)) (6%) ' (x—x0)
4nv/deto" (6=) ' (x—x0),x—x0)%2
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V- (6VO®*") =f inQ, f:=V-(c°"VP™),
mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der Kopfoberfliche

(oVO®* " n) =g onT, g:=—(cVd®~ n).

Wir formulieren nun die Bilinearform a : H'(Q) x H'(Q) — R und das Funk-
tional / : H'(Q) — R fiir die elliptische Differentialgleichung 2.0rdnung mit Di-
vergenzstruktur fiirs Korrekturpotential (6.11) mit inhomogenen Neumann Randbe-
dingungen an der Kopfoberfliche (6.12):

a(@ ) = / (GVEO V1)dQ (6.34)
Q

I(v) = /Q frdQ+ /r gvdl’ (6.35)

Zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der Losung ®°'" wird des weit-
eren folgender Unterraum des H' () benotigt:

HY(Q) = {veHl ’/ x)dx =0 } (6.36)

Zunichst soll gezeigt werden, dass obige Bilinearform (6.34) elliptisch auf
dem Raum H(Q) ist.
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/ (GVEOT V1)
Q

Lemma 6.1.33. Die Bilinearform a(-,-) aus (6.34) ist stetig auf H' (Q) x H'(Q).

Proof. Sei G := sup{ci(x);x € Q,1 < i,k <3}. Dann ist die Bilinearform
stetig,

a(u,v)| ' /Q (6(x)Vu(x), Vo(x))dx| < G /Q Viu(x)Vo(x)dx

Cauchy-Schwarz

=~ Gma.x”VM”O”VV(X)”O :Gmax|u|l|vll
S Gmax”””l”"”la
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(@O ) = / (GVDOT Vi)dQ (6.34)
Q

Theorem 6.1.22 (Variante der Friedrichsschen Ungleichung). Es sei Q ein Ge-
biet mit Volumen u(<), welches in einem Wiirfel mit Kantenliinge s enthalten ist.
Dann gilt fiir alle v € H'(Q)

Ibllo < FIVE@ +25bl1. 7= [ v(0dx/u().

Lemma 6.1.34. Die Bilinearform a(-,-) aus (6.34) ist H}(Q)-elliptisch.

Proof. Sei G,,;, = inf{cy(x);x € Q,1 < ik <3} und s, v und u(Q) wie in

Satz 6.1.22 (Folgerung der Friedrichsschen Ungleichung). Dann gilt Vv € H! (Q)

avy) = [ (S@VH), V() > S / (Vo(x), Vo(x))dx = Gpinlv]?
Q

=0 O
= (M4 B 2 (v + (913 (@) + 2501

1 +4s 7
Satz 6.1.22 Omin

2 2 2
LV IVI3) = o

mit Elliptizit'atskonstante Cell = Opmin/ (1 +45%).
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V. (0VOOT) = f inQ,  f:=V-(c“"VD), (6.11)

I(v) = /Q FrdQ + /r ovdT

mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der Kopfoberfliche

(oV®“ " n) =g onT, g:=—(cV®~,n).

Der Sobolev-Raum H'(Q) enthilt auch Funktionen v mit Singularititen, wie
in Bemerkung 6.1.3 vermerkt. Deshalb ist zunichst keineswegs klar, ob denn
Jrgvdl in (6.35) existiert. Dazu zunichst folgender Satz:

Theorem 6.1.35 (Spursatz). Sei Q beschrdnkt mit stiickweise glattem Rand und
erfiille eine Kegelbedingung. Dann gibt es eine beschrdnkte, lineare Abbildung
v:HY(Q) — Ly(T) mit

[YW) lor < clvliiq- (6.37)

Proof. Zum Beweis siehe [33, Seiten 46-47].

1. Man zeigt zunichst unter Nutzung der Bedingungen an das Gebiet fiir v €
Cl(Q), dass ||v|jor < c|[V||1.a.

2. Die Restriktiony: H'(Q)NC!(Q) — L, (T) ist also auf einer dichten Menge
eine beschrinkte Abbildung. Wegen der Vollstiandigkeit von L, (I") kann sie
auf ganz H'(Q) erweitert werden, ohne die Schranke zu vergrossern.

]
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' ' V. (OVOOT) = f inQ,  f:=V.(c®TVD™), 6.11)
/ FodQ+ / vdl’
r

Q mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der Kopfoberfliche

(oV®“ " n) =g onT, g:=—(cV®~,n). (6.12)

Nun kann die Beschrinktheit des Funktionals (6.35) gezeigt werden:

Lemma 6.1.36. Das Funktional aus (6.35),

[(v) = / V. (65 VE™) vdQ — / (GV®™, n)vdT,
Q r

ist wohl-definiert und beschrinkt auf H' (Q), insbesondere ist | € (H! (Q))’,
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Nun kann die Beschrinktheit des Funktionals (6.35) gezeigt werden:

Lemma 6.1.36. Das Funktional aus (6.35),
I(v) = / V. (6“7 V™) vdQ — / (GV®™, n)vdT’,
Q T

ist wohl-definiert und beschrinkt auf H'(Q), insbesondere ist | € (H!(Q))'.

Proof. Bzgl. des Volumenintegrals greift folgende Uberlegung: Beim Subtrak-
tionsansatz wurde angenommen, dass wir ein nicht-leeres Teilgebiet Q% C € um

die Quellposition x¢ herum finden mit homogener konstanter Leitfahigkeit 6™,
sodass 6°*" im Teilgebiet Q> verschwindet: ¢°*" (x) = 0, Vx € Q. Damit wurde
die Singularitit aus der rechten Seite entfernt: Sei ®* eine stetige Erweiterung
von ®%|o\g- nach Q. Dann ist @ iiberall glatt und VO™ = gTVP™
(0" verschwindet in Q%), sodass f quadrat- -integrierbar iiber dem gesamten
Gebiet Q ist. Mit v € H'(Q) und unter Anwendung der Cauchy-Schwarzschen-
Ungleichung folgt, dass das Volumenintegral beschrinkt ist.
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Nun kann die Beschrinktheit des Funktionals (6.35) gezeigt werden:

Lemma 6.1.36. Das Funktional aus (6.35),
I(v) = / V. (6“7 V™) vdQ — / (GV®™, n)vdT’,
Q r

ist wohl-definiert und beschrinkt auf H'(Q), insbesondere ist | € (H!(Q))'.

Proof. Bzgl. des Volumenintegrals greift folgende Uberlegung: Beim Subtrak-
tionsansatz wurde angenommen, dass wir ein nicht-leeres Teilgebiet Q™ C © um
die Quellposition xp herum finden mit homogener konstanter Leitfihigkeit 6,
sodass 6° im Teilgebiet Q verschwindet: 6% (x) = 0,Vx € Q. Damit wurde
die Singularitit aus der rechten Seite entfernt: Sei ®* eine stetige Erweiterung
von ®%|g\q- nach Q. Dann ist & iiberall glatt und g*°"VP™ = VP~
(™" verschwindet in Q%), sodass f quadrat-integrierbar tiber dem gesamten
Gebiet Q ist. Mit v € H'(€) und unter Anwendung der Cauchy-Schwarzschen-
Ungleichung folgt, dass das Volumenintegral beschrinkt ist.

Bzgl. des Oberflachenintegrals ist nach Satz 6.1.35 (Spursatz) die Restrik-
tion von v € H'(Q) auf den Rand I eine L,(I")-Funktion. Da die Quelle fern

von der Kopfoberfliche lokalisiert ist, ist auch die Funktion (cV®*,n) eine
L, (T')-Funktion. Mit der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung folgt, dass auch
das Oberfldchenintegral beschréankt ist. [
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a(@"y) = / (oVO©T Vy)dQ V. (cV&U") =f inQ,  f:=V-(c""VP), (6.11)
Q

mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der Kopfoberfliche

T 0 r (6VP“" n) =g onT, g:= —(cVd~ n). (6.12)

Theorem 6.1.37 (Existenz und Eindeutigkeit). Sei Q kompakt mit stiickweise
glattem Rand und erfiille eine Kegelbedingung. Dann hat die Variationsaufgabe

1
Sucheve H (Q): J(v):= Ea(v, v) —1(v) — min! (6.38)

mit a(-,-) aus (6.34) und [(-) aus (6.35) genau eine Losung ®°'" € H. (Q). Diese
Losung ist durch
a(®“" v)=1(v) VYve HY(Q) (6.39)

charakterisiert.
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a(@"y) = [ (Ve Va0 VOV = inQ f=V-(@VeT), (6
Q

mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der Kopfoberfliche

[(v) = /vadQ—k/ngdF (VO™ n) =g onT,  g:=—(cVd~ n). (6.12)

Proof. Die Bilinearform a(-,-) aus (6.34) ist H'-stetig (Lemma 6.1.33) und H/ (Q)-
elliptisch (Lemma 6.1.34) und das Funktional /(-) aus (6.35) ist beschrénkt (Lem-
ma 6.1.36). Aufgrund des Satzes 6.1.28 von Lax-Milgram finden wir genau ein
@ ¢ H1(Q), welches das Variationsproblem

Suche " c H!(Q): WeH!(Q), a(®®",v)=1I(v)

16st. Nach Charakterisierungssatz 6.1.24 16st dieses @°'" auch die Variationsauf-
gabe (6.38).

Fiir ¥ € H'(Q) nutzen wir das Splitting # = v+c¢-1,v € H}(Q) und finden
zunichst, dass

a<cpcorr7ﬁ) _ a(q)corr’ V) iy .a<q)corr7 1) (624) a(q)corr’ v)

und, da nach Lemma 6.1.32 die Kompatibilitdtsbedingung (6.33) erfiillt ist,

i sl S e (/Qf+/rg) SO,

Damit gilt also insbesondere, dass " € H] (Q) durch (6.39) charakterisiert ist.
O
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—V - (6VO®") = f inQ, =V (cC"VDT), (6.11)
mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der Kopfoberfliche

(6V®“" n) =g onT, g :=—(cVd~ n).

1
Sucheve H! (Q): J(v):= za(v, v) —1(v) — min! (6.38)

Theorem 6.1.38 (Klassische Losung). Sei Q kompakt mit stiickweise glattem
Rand und erfiille eine Kegelbedingung. Unter der Bedingung stetig differenzier-
barer Leitfiihigkeiten ist die Losung der Variationsaufgabe (6.38) genau dann in
C?(Q)NCY(Q) enthalten, wenn eine klassische Losung der Differentialgleichung
(6.11) mit inhomogenen Neumann Randbedingungen (6.12) existiert. Die beiden
Losungen sind dann identisch.




Theorem 6.1.31 (Existenzsatz). Sei L mit
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n
Theorem 6.1.37 (Existenz und Eindeutigkeit). Sei Q kompakt mit stiickweise Lu= 7,.;7'] Oi (i) + aou 3D
glattem Rand und erfiille eine Kegelbedingung. Dann hat die Variationsaufgabe

ein gleichmissig elliptischer Differentialoperator 2.0rdnung. Dann hat das Dirichlet-

1 1 ] Problem
Sucheve H (Q): J(v):= Ea(v, v) —1(v) — min! (6.38)
Lu = finQ (6.32)
mita(-,-) aus (6.34) und 1(-) aus (6.35) genau eine Lisung & € H)(Q). Diese u = 0 aufT
Lasung ist durch mn_ ) Vf € Ly(Q) stets eine schwache Lisung in H}(Q). Diese ist Minimum des Vari- VeVt =f inQ,  fi=V(07TVET), GD)
a(cb ‘v> = Z(V) e H (Q) (6.39) ationsproblems mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der Kopfoberfliche

1 .
charakterisiert. J) = Ea("’ v) —1(v) = min! (VO™ ny=g onT,  g:=—(cVd™ n).

in H} (Q), wobei Bilinearform a und Funktional  folgendermassen definiert sind:

a(u,v) = /[Z aidiudyv + aouv | dQ,

ik=1

1) = [ fra@=(rw.

Proof. =

Sei @ € C2(Q)NC'(Q) eine Losung der Variationsaufgabe (6.38). Nach
Satz 6.1.37 ist diese durch (6.39) charakterisiert. Fiir v € HJ(Q) ist y(v) = 0,
und wir schliessen aus (6.39), dass

(6.35)

(v) %2 /Q FrdQ+ /F dl = (fv)0 Vv € HA(Q).

Nach Satz 6.1.31 ist " damit zugleich Losung von
—V-(6VDP) = f in Q.
Damit gilt fiir v e H'(Q)

COIT Green corr corr

a(CI) aV)—(faV)O—(gaV)O.F = /QV(—V(GV(I) )—f)dQ+/1_v(<GVCI) ,n)—g)dF.
(6.41)

Aus (6.39) und (6.40) folgt, dass das zweite Integral auf der rechten Seite von

(6.41) verschwindet.

Angenommen, die Funktion u := (cV® " n) — g verschwindet nicht. Dann
ist [ruddl > 0. Weil C'(Q) dicht in C%(Q) ist, gibt es ein v € C'(Q) mit
JpuovdD > 0. Das ist ein Widerspruch dazu, dass das Integral fiir alle v € H' (Q)
verschwindet. Damit muss die Randbedingung (6.12) erfiillt sein.




Theorem 6.1.37 (Existenz und Eindeutigkeit). Sei Q kompakt mit stiickweise
glattem Rand und erfiille eine Kegelbedingung. Dann hat die Variationsaufgabe
1
Sucheve HY(Q): J(v):= Ea(v, v) —1(v) — min! (6.38)
mita(-,-) aus (6.34) und 1(-) aus (6.35) genau eine Lisung & € H)(Q). Diese
Losung ist durch

a(®" vy =1(v) Yve HY(Q) (6.39)

charakterisiert.

Proof. =:

Sei @ € C2(Q) NC'(Q) eine Losung der Variationsaufgabe (6.38). Nach
Satz 6.1.37 ist diese durch (6.39) charakterisiert. Fiir v € H(Q) ist y(v) = 0,
und wir schliessen aus (6.39), dass

a(@ vy = 1(v) 2 / FrdQ+ / edT = (f.v)o Vve HL(Q).
Q r
Nach Satz 6.1.31 ist @ damit zugleich Losung von
—V- (V™) = f in Q.

Damit gilt fiirve H'(Q)

a(@ ) (f.v)0 — (8. V)or T / V(=V- (OVIT) - £)dQ+ / v({6Ve* n) - g) dT.
@ " (641
Aus (6.39) und (6.40) folgt, dass das zweite Integral auf der rechten Seite von
(6.41) verschwindet.
Angenommen, die Funktion ug := (cV®™, n) — g verschwindet nicht. Dann
ist [puddl > 0. Weil C'(Q) dicht in C°(Q) ist, gibt es ein v € C'(Q) mit
Jruovdl’ > 0. Das ist ein Widerspruch dazu, dass das Integral fiir alle v € H!(Q)
verschwindet. Damit muss die Randbedingung (6.12) erfiillt sein.

Theorem 6.1.31 (Existenzsatz). Sei L mit
Lu:=—Y 0i(adu)+aou (6.31)
ik=1

ein gleichmissig elliptischer Differentialoperator 2.0rdnung. Dann hat das Dirichlet-
Problem

Lu

u

finQ 6.32)
0 aufT

V. (OVECT) =f inQ,  fi=V-(c“TVI™),

Vf € Ly(Q) stets eine schwache Lisung in H}(Q). Diese ist Minimum des Vari-
ationsproblems mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der Kopfoberfliche

J(v):= la(v, v) —1(v) = min!

2 {(oVO“ n) =¢ onT, g:=—(cVd~, n).

in H} (Q), wobei Bilinearform a und Funktional  folgendermassen definiert sind:
n
a(u,v) = / Z aidiudyv + aouv | dQ,
JQ | ik=1

1) = [ fra@=(rw.

AusFAl) liest man sofort ab, dass jede klassische Losung @ € C?(Q) N
C!'(Q) der Differentialgleichung (6.11) mit inhomogenen Neumann Randbedin-
gungen (6.12) die Bedingung (6.39) erfiillt. []
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Thank you for your attention!
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