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6.1.2 Herleitung der Gleichung fuers Korrekturpotential
Das elektrische Vorwirtsproblem

In Kapitel 3 (siehe Gleichung (3.13)) wurde die Poisson-Gleichung
V- (cVD)=V-j =]’ in Q, (6.1)

hergeleitet, die die Verteilung des elektrischen Potentials ® im Kopfgebiet Q mit
Gewebeleitfihigkeiten 6 : Q — R3*3 (wobei ab jetzt ¢ ein 3 x 3 Leitfihigkeit-
stensor sei) aufgrund der Primérstromdichte j” im Cortex des menschlichen Gehirns
beschreibt. Aufgrund der Stetigkeit der Stromdichte iiber Grenzflichen gilt fol-
gende homogene Neumann Randbedingung an der Kopfoberfliche I' = dQ (siehe
auch Gleichung (3.15)),

<GV(I)’ Il> |F - 07 (62)

mit der Oberflachennormalen n, und eine Referenzelektrode mit gegebenem Po-
tential

D (xpef) = 0. (6.3)

Fiir den Primirstrom (siehe Gleichung (3.2)) hatte sich das Modell des mathema-
tischen Dipols mit Quellort xo € R® und Moment M € R? als tauglich erwiesen:

JP(x) =V-j?(x) :=V-Md(x —xo). (6.4)




Structure of the lecture

Existence and uniqueness of the forward problem solution
(Chapters 6.1.1-6.1.5 from lecture scriptum)

— 6.1.1: Basics

— 6.1.2: The subtraction approach to get rid of the singularity on the right-hand-side
(derivation of the equation for the correction potential)

— 6.1.3: Types of partial differential equations
— 6.1.4: Sobolev spaces
— 6.1.5: A variational formulation

— 6.1.6: Variational formulation, existence and uniqueness of the solution for the
correction potential
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6.1 Analyse der Potentialgleichung

6.1.1 Grundlagen

Hier seien zunichst einige Grundlagen zusammengetragen, die z.B. in [320; 119]
zu finden sind.

Definition 6.1.1 (Linearer Raum). Ein Vektorraum (linearer Raum) iiber einem
Korper (english: field) (K, +,-) ist eine additive abelsche Gruppe (V,+), auf der
zusdtzlich eine Multiplikation mit einem Skalar aus K erkliirt ist (+ : K xV — V).
Die Skalarmultiplikation muss dabei fiir alle u,v € V und o, € K die folgenden
Bedingungen erfiillen:

1. Assoziativitit: ox (Bxv) = (a- ) *v

. Distributivgesetze (english: distributive property): O.x (u+v) = 0¥ u-+ 0l
vund (00+B)*v=0oxv+Bxv

. Neutralitdt der I des Korpers K: 1xv =v.
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Definition 6.1.2 (Skalarprodukt). Die Abbildung (-,-) :V xV — K heisst Skalarpro-
dukt auf'V, falls

(x,x) 0 VO#xeV,
(Ax +,2) Ax,z) + (v, 2) VAe K, x,y,z €V,

Z
(x,y) (y,x) Vx,y eV,

wobei ~ die komplex konjugierte Zahl ist.
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Definition 6.1.3 (Bilinearform). Die Abbildung a(-,-) : V xV — R heisst Bilin-
earform, falls Vx,y,z €V, L € R:

a(x,y+Az)
a(x+2Ay,z)
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Definition 6.1.4 (Beschrinktheit in normierten Rdumen). Sei (V,||-||) ein normierter
Raum. Genau dann heisst eine Teilmenge X von V beschrankt (bzgl. der Norm

| - ||), wenn die Menge {||x||,x € X} beschriinkt ist.
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Definition 6.1.5 (Beriihrpunkt und Abgeschlossenheit). Sei (V.|| ||) ein normierter
Raum, X CV,aeV.

1. Genau dann heisst a Beriihrpunkt von X, wenn a Grenzwert einer kon-
vergenten Folge (x;) € XY ist.

2. Die Menge aller Beriihrpunkte von X wird mit X bezeichnet.

3. X heisst abgeschlossen genau dann, wenn X C X gilt, d.h. wenn jeder
Beriihrpunkt von X Element von X ist.
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Definition 6.1.6 (Cauchyfolge). Sei (V.|| -||) ein normierter Raum, (x,) € V™.
Genau dann heisst (x,) eine Cauchyfolge (bzgl. der Norm || - ||), wenn fiir jedes

e € Ry ein ng € N existiert mit ||x,, — x,,|| < € fiir alle n,m € N mit n > m > ny.
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Theorem 6.1.7. Sei (V,||-||) ein normierter Raum, (x,) € VY. Dann gilt:

. Ist (x,) konvergent, so ist (x,) Cauchyfolge.

. Ist (x,) Cauchyfolge, so ist (x,) beschrinkt und besitzt hichstens einen
Beriihrpunkt.

. Ist (x,) Cauchyfolge und besitzt mindestens einen Beriihrpunkt, so ist (x;)
konvergent.

. Ist (x,) Cauchyfolge und V endlich-dimensional, so ist (x,) konvergent.
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Definition 6.1.8 (Vollstindig, Banachraum). Sei (V,||-||) ein normierter Raum
und X CV. Genau dann heisst (V,||-||) vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge
(x,) € VN bzgl. der Norm || - || konvergiert.

Vollstindige normierte Riaume werden Banachriaume genannt.

Die Menge X heisst vollstandig (bzgl. der Norm || -||) genau dann, wenn jede

Cauchy-Folge (x,) € X" bzgl. || - || konvergiert mit lim(x,) € X.

Definition 6.1.9 (Hilbertraum). Ein Banachraum X heisst Hilbertraum, wenn
ein Skalarprodukt (-,-)x auf X existiert, sodass ||x||x = /{(x,x)x Vx € X.
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Definition 6.1.10 (Innere Punkte, Umgebungen, Offenheit). Sei (V,||-||) ein
normierter Raum, X CV,aeV.

. Genau dann heisst a ein innerer Punkt von X und X eine Umgebung
(english: neighbourhood) von a, wenn X eine €-Umgebung von a enthiilt.

. Die Menge der inneren Punkte wird mit X bezeichnet.

. Offen heisst X genau dann, wenn X C X ist. Offenbar gilt stets X C X;
Offenheit von X bedeutet also nichts anderes als X = X.
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Definition 6.1.11 (Kompakt). Sei (V,||-||) ein normierter Raum, X C'V. Genau
dann heisst X (bzgl. der Norm ||-||) kompakt (genauer folgenkompakt), wenn

jede Folge (x;) € XY (bzgl. der Norm || -||) einen Beriihrpunkt a € X besitzt.
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Theorem 6.1.12 (Kompaktheitskriterium). Sei (V.|| ||) ein normierter Raum,
XCV.

1. Ist X kompakt, so ist X abgeschlossen und beschrdnkt.

2. Ist X abgeschlossen und beschrinkt und V endlich-dimensional, so ist X
kompakt.
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Definition 6.1.13 (Dichtheit). Eine Menge A heisst dicht (english: dense) in
(X, || ||x), falls A C X und A =X, d.h. jedes x € X ist Grenzwert einer Folge a,, €
A. Ist (X,||-||x) ein normierter, aber nicht vollstindiger Raum, so bezeichnet

man (X,||-||¢) als Vervollstandigung von X, falls X dicht in X und ||x||z = ||x||x
fiir alle x € X.
Beispiel: R ist die Vervollstindigung von Q
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Definition 6.1.14 (Dualraum und lineares Funktional). X sei ein normierter, lin-
earer Raum iiber R. Als Dualraum X’ bezeichnet man den Raum aller beschréink-
ten, linearen Abbildungen von X nach R:

X' = L(X,R).

X" ist ein Banachraum mit der Dualnorm

W llx = [¥]lrex = sup{|¥'(x)|/[Ix]|x : 0 # x € X}.

Die Elemente x' € X' nennt man lineare Funktionale auf X.
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Theorem 6.1.15 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Seien x,y € V' Elemente
eines Vektorraums V mit innerem Produkt (-,-), dann gilt

e ) < (xx) - ()

Unter Verwendung der Norm ||x|| := \/(x,x) ergibt sich daraus

[Co | < {1l - ]yl

Beide Seiten sind genau dann gleich, wenn x und y linear abhiingig sind. Im Fall
quadratisch integrierbarer reeller Funktionen erhdlt man

|/f x)dx <(/|f |2dx></|g |2dx>

Die letzte Ungleichung wird in folgender Holderscher Ungleichung (p =g =
2) verallgemeinert.
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Theorem 6.1.16 (Holder-Ungleichung). Sei Q ein Mafraum, 1 < p,q < oo mit
%—i— (17 = 1. Sei f € LP(Q) und g € LY(Q). Dann ist fg € L' (Q) und

IFellr < [I.F1lpllgllg-
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6.1.2 Herleitung der Gleichung fuers Korrekturpotential
Das elektrische Vorwirtsproblem

In Kapitel 3 (siehe Gleichung (3.13)) wurde die Poisson-Gleichung
V- (cVD)=V-j =]’ in Q, (6.1)

hergeleitet, die die Verteilung des elektrischen Potentials ® im Kopfgebiet Q mit
Gewebeleitfihigkeiten 6 : Q — R3*3 (wobei ab jetzt ¢ ein 3 x 3 Leitfihigkeit-
stensor sei) aufgrund der Primérstromdichte j” im Cortex des menschlichen Gehirns
beschreibt. Aufgrund der Stetigkeit der Stromdichte iiber Grenzflichen gilt fol-
gende homogene Neumann Randbedingung an der Kopfoberfliche I' = dQ (siehe
auch Gleichung (3.15)),
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Die Subtraktionsmethode

Als Literaturgrundlage fiir die folgende Herleitung der Differentialgleichung fiirs
Korrekturpotential sei auf [382; 76] verwiesen.

Im Folgenden wird angenommen, dass man ein nicht-leeres Teilgebiet Q™ C
Q um den Quellort xo mit homogener konstanter Leitfdhigkeit 6= (die homogene
Leitfidhigkeit der grauen Substanz) finden kann, sodass xy € Q%/ 0Q™.

Fiir die Subtraktionsmethode wird nun die Leitfdhigkeit ¢ in zwei Teile zer-
legt,

c=0"+0"", (6.5)

sodass 6™ konstant iiber den gesamten Volumenleiter Q und ¢“°" Null ist im
Teilgebiet Q: ¢ (x) = 0,Vx € Q~. Das Potential & wird ebenfalls in zwei
Teile zerlegt,

D = P~ 4 PO, (6.6)

Das Singularitdtenpotential &= wird definiert als Losung fiir einen Dipol im un-
endlich ausgedehnten homogenen Volumenleiter mit konstanter Leitfdhigkeit ™.




[Nolting, Elektodynamik, Verlag Zimmermann-Neufang, Ulmen, 1992]

Hilfssatze aus Nolting-Buch

1,6 Zerlegungs- und Eimieutigkeitssatz

ir wollen in diesem Kapitel swei Sitze bewe; e
Z:.’oﬁer Bcdeutung'sind. Zusammengefaflt be::;:; c::: f‘;:;’ektorfelder von
Voraussetzungen qedes Vektorfeld a(r) eindeutig du’rch unter gewissen
diva und sein ngelfeld rot a bestimmt ist. Oder a.ndseln Quellexuxfeld
Jedes Vektorfeld lafit sich eindeutig als Summe eines Wirb;fr:eizzsgzeim’ckt:
€ines

quellenfreien Anteils darstellen. Zum Bewejs dieser A Nipiabay
Vorbereitungen notwendig: ussagen sind einige

Behauptung:

(1.70)
Beweis:

Proof can be found in the file ProofOfStatement1.70.pdf on our webside




[Nolting, Seite 61, Elektodynamik, Verlag Zimmermann-Neufang, Ulmen, 1992]

Hilfssatze aus Nolting-Buch

Bei uns im Skriptum:
Die beiden Gleichungen
fir E in
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Im Folgenden wird eine analytische Losung fiir = gegeben. Im Falle von homo-
gener isotroper Leitfihigkeit 6”|o- = 67 1d,6™ € R ist die Losung der Poisson
Gleichung

V.jP
==

AD™ (6.7)

gegeben durch [218, Seite 61]

| V.- -1
©oo(x) — /G ) J (y)dy,

 4mo* Ix — |

wobei das Gebiet G so gross gewihlt wird, dass die Quelle am Ort x( innerer
Punkt des Gebiets ist. Diese Losung lédsst sich einfach iiberpriifen [218, Seite
33]:

|

1
AP (x)=— V3P (v) As
@) = g | VeF ) A

1

1
dv=— | V..iP —V)dy.= —V-iP (x).
y (5°°/G vi’ (v)d(x—y)dy, — 7 (x)
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Aufgrund der Vektoridentitat

1
—
x—y|

Vo (P )l ) = ey 0) 4 0) -V

| X—
v, =27
o=y x—y|
ergibt sich unter Nutzung des mathematischen Dipols (6.4) sowie des Gauss-
Theorems

- 1\ G - —1\ (6.4)
L9 (i obe=a1™) 2 [ (i a1
G JdG oG

folgende Losung:

M. (x=x0))

|x—x0|3
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Im Falle von homogener anisotroper Leitfdhigkeit 6™ in Q% findet man [382]
1 (M. (6°) ! (x—20))
4mv/deto™ ((0°)~H(x—x0),x—x0))3/%

Der Gradient des Singularitdtenpotentials von (6.9) kann ebenfalls analytisch
berechnet werden

D~ (x) (6.9)

1 . °) 'M
4mv/deto™ ((6=) ' (x—X),X — Xq)3/
3 (=% (69) (x—x0)
anvdetc” (=)' (x—x0),x—x)°>

Vo™ (x) (6.10)
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In beiden Fillen hat das Potential ®* eine Singularitdt am Ort x = xp und ist
ansonsten glatt. Setzt man (6.5-6.7) in (6.1) ein, dann erhédlt man die Poisson
Gleichung fiir das Korrekturpotential

—V.(0VPOT) = f inQ,  f:=V-(c“"VD™), 6.11)

mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der Koptfoberflache

(oVP" n) =g onT, g:= —(cVd~ n). (6.12)

Diese Gleichung wird numerisch nach & gelost, um dann das Potential &
schliesslich tiber (6.6) zu berechnen.

Function ®*(x) from equation (6.9) fulfils the Neumann boundary conditions
at infinity (x — o). The singularity of ®*(x) at x = xo is of order 2, so that > (x)
does not belong to the Sobolev-space H' (), not even to L*(Q) (the space of
square-integrable functions). See definitions of function spaces in Section 6.1.4.
However, ® belongs to L'(Q), i.e., it is integrable.
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6.1.3 Typeneinteilung

Ob Anfangs- oder Randwerte bei partiellen Differentialgleichungen vorzugeben
sind, hingt vom Typ der Differentialgleichung ab. Die allgemeine lineare Differ-
entialgleichung zweiter Ordnung in » Variablen hat die Gestalt

— Z ai(x um,ﬁ—Zb xX)uy, +c(x)u = f(x). (6.13)

i,k=1

Falls die Funktionen aj, b; und ¢ unabhéngig von x sind, spricht man von einer
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Weil fiir zweimal stetig dif-
ferenzierbare Funktionen uy,,, = u,,y; gilt, kann 0.E.d.A. die Symmetrie aj(x) =
ai(x) vorausgesetzt werden. Die zugeordnete n X n Matrix

A(x) := (air(x))

ist dann symmetrisch.
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Definition 6.1.17 (Typ der Differentialgleichung). 1. Die Gleichung (6.13) heisst
elliptisch im Punkte x, wenn A(x) positiv definit ist.

2. Die Gleichung (6.13) heisst hyperbolisch im Punkte x, wenn A(x) einen
negativen und n — 1 positive Eigenwerte hat.

3. Die Gleichung (6.13) heisst parabolisch im Punkte x, wenn A(x) positiv
semidefinit, aber nicht definit ist und der Rang von (A(x),b(x)) gleich n

AYS

4. Eine Gleichung heisst elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch, wenn sie
fiir alle Punkte des Gebiets die betreffende Eigenschaft hat.
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In beiden Fillen hat das Potential ® eine Singularitidt am Ort x = xo und ist
ansonsten glatt. Setzt man (6.5-6.7) in (6.1) ein, dann erhilt man die Poisson
Gleichung fiir das Korrekturpotential

V- (cVP") = f inQ, f:=V-(c"VD~), (6.11)
mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der Kopfoberfliache
(oVP“" n) =g onT, g:=—(cVd~ n). (6.12)

Diese Gleichung wird numerisch nach @™ gelost, um dann das Potential ¢
schliesslich tiber (6.6) zu berechnen.

Comment 6.1.1 ('Typ der Differentialgleichung). Die Differentialgleichung (6.11)
fiirs Korrekturpotential ist von elliptischem Typ, da

der positiv definite Leitfdahigkeitstensor am Ort x € Q ist.
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[Braess, Finite Elemente, Springer-Verlag, 1992]

Kapitel II

Konforme Finite Elemente

Die mathematische Behandlung der Finite-Element-Verfahren fufit auf der Varia-
tionsformlﬂierung_'gl_liﬂ(i_sql_le‘{'Differentia.lgleichunge& Die Losungen der wichtig-
sten Differentialgleichungen lassen sich durch Minimaleigenschaften charakterisie-
ren. Die Variationsaufgaben besitzen Losungen in den Funktionenriumen, die man
als Sobolev-Raume bezeichnet. Fiir die numerische Behandlung fiihrt man die
Minimierung in endlich-dimensionalen Unterraumen durch. Als passend — sowohl
aus praktischer als auch aus theoretischer Sicht haben sich die sogenannten
Finite-Element-Raume erwiesen.

Fiir lineare Differentialgleichungen kommt man mit Hilbert-Raum-Methoden
aus. Insbesondere erhilt man auf diese Weise sehr schnell die Existenz sogenann-
ter schwacher Losungen. Regularititsaussagen werden, soweit sie fiir die Finite-
Element-Theorie von Belang sind, ohne Beweis angegeben.

Der Inhalt dieses Kapitels ist eine Theorie der einfachen Methoden, die fiir
die Bewiltigung skalarer elliptischer Differentialgleichungen 2. Ordnung ausrei-
chen. Die allgemeineren Aussagen dienen zugleich der Vorbereitung anderer ellip-
tischer Probleme, fiir deren Behandlung die in Kapitel I1I genannten zusatzlichen
ﬁberlegungen und Methoden erforderlich sind.

Vel DELtachtet im allgemeinen eine Arbeit von Courant [1943] als den ersten
mathematischen Beitrag zu einem F inite-Element-Ansatz. Eine Arbeit von Schell-
bach [1851] entstand ein Jahrhundert vorher, auch bei Euler findet man bei nicht
zu enger Auslegung schon Finite Elemente. Populir wurde die Methode erst Ende
der Sechziger Jahre, als auch Anwender aus dem Ingenieurbereich unabhangig auf
diese Methode stieien und ihr den heute iiblichen Namen gaben. Als erstes Lehr-
buch machte das Buch von Strang und Fix 1973] Geschichte. Fast gleichzeitig
hatten Babuska und Aziz [1972] mit einem langen Ubersichtsartikel fiir eine breite
Basis bei den tiefer liegenden funktionalanalytischen Hilfsmitteln gesorgt.

Unabhangig davon hatte sich im Ingenieurbereich die Methode der Finiten
Elemente bei Berechnungen im Rahmen der Strukturmechanik durchgesetzt. Die

Entwicklung begann dort 1956 u. a. mit der Arbeit von Turner, Clough, Martin
und Topp [1956] und Argyris [1957].
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6.1.4 Sobolev Riaume

Die Sobolev-Ridume werden auf dem Funktionenraum L,(Q) aufgebaut. L,(Q)
besteht aus allen Funktionen u, deren Quadrat {iber Q Lebesque-integrierbar ist.
Dabei werden zwei Funktionen # und v miteinander identifiziert, wenn u(x) =
v(x) fiir x € Q abgesehen von einer Nullmenge gilt. Durch das Skalarprodukt

(1, v)0 = (u, )z, = / u(x)v(x)dx

JQ

wird L, (Q) zu einem Hilbert-Raum mit der Norm

[lullo = v/ (u, u)o.
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Definition 6.1.18 (Schwache Ableitung). u € L,(Q) besitzt die (schwache) Ableitung
v=0%, falls v € L,(Q) und

(w,v)o = (=) (0%, u)g VweCT(Q) (6.14)

gilt. In dieser Definition ist o = (Qly, ..., Q) ein Multiindex mit Ordnung || :=
Y 0. C=(Q) bezeichnet den Raum der beliebig oft differenzierbaren Funk-
tionen und Cy(Q) den Unterraum der Funktionen, die nur in einer kompakten
Teilmenge von C von O verschiedene Werte annehmen.
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(w,v)o = (=D (@%w,u)g YweCT(Q)

Comment 6.1.2 (Schwache Ableitung). o Wenn eine Funktion im klassischen
Sinne differenzierbar ist, existiert auch die schwache Ableitung, und beide

Ableitungen stimmen iiberein. Dann beinhaltet (6.14) gerade die Green-
sche Formel fiir die partielle Integration.

o Der Begriff der schwachen Ableitung wird auf andere Differentialopera-

toren entsprechend iibertragen. Sei z.B. u € Ly(Q)" ein Vektorfeld. Dann
ist v € Lp(Q) die Divergenz im schwachen Sinne, kurz v = div u, wenn

(w,v)o=—=(Vw,u)g VweC;(Q)

gilt.
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Definition 6.1.19. Fiir ganzzahliges m > 0 bezeichnet H™(Q) die Menge aller
Funktionen u € L,(Q), die schwache Ableitungen 0*u fiir alle || < m besitzen.
In H™(Q) wird durch
(. v)m =Y (0%u,0%v)o
lo|<m

ein Skalarprodukt mit der zugehorigen Norm

[|u] [ 2=/ (y00) = Z “aa”HO

lo| <m

erkliirt. Daneben betrachtet man die Seminorm

] = Z [10%ul[5-

lot|=m
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