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6.1.2 Herleitung der Gleichung fuers Korrekturpotential
Das elektrische Vorwirtsproblem

In Kapitel 3 (siehe Gleichung (3.13)) wurde die Poisson-Gleichung
V- (cVD)=V-j =]’ in Q, (6.1)

hergeleitet, die die Verteilung des elektrischen Potentials ® im Kopfgebiet Q mit
Gewebeleitfihigkeiten 6 : Q — R3*3 (wobei ab jetzt ¢ ein 3 x 3 Leitfihigkeit-
stensor sei) aufgrund der Primérstromdichte j” im Cortex des menschlichen Gehirns
beschreibt. Aufgrund der Stetigkeit der Stromdichte iiber Grenzflichen gilt fol-
gende homogene Neumann Randbedingung an der Kopfoberfliche I' = dQ (siehe
auch Gleichung (3.15)),

<GV(I)’ Il> |F - 07 (62)

mit der Oberflachennormalen n, und eine Referenzelektrode mit gegebenem Po-
tential

D (xpef) = 0. (6.3)

Fiir den Primirstrom (siehe Gleichung (3.2)) hatte sich das Modell des mathema-
tischen Dipols mit Quellort xo € R® und Moment M € R? als tauglich erwiesen:

JP(x) =V-j?(x) :=V-Md(x —xo). (6.4)




Structure of the lecture

Existence and uniqueness of the forward problem solution
(Chapters 6.1.1-6.1.5 from lecture scriptum)

— 6.1.1: Basics

— 6.1.2: The subtraction approach to get rid of the singularity on the right-hand-side
(derivation of the equation for the correction potential)

— 6.1.3: Types of partial differential equations
— 6.1.4: Sobolev spaces
— 6.1.5: A variational formulation

— 6.1.6: Variational formulation, existence and uniqueness of the solution for the
correction potential
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6.1 Analyse der Potentialgleichung

6.1.1 Grundlagen

Hier seien zunichst einige Grundlagen zusammengetragen, die z.B. in [320; 119]
zu finden sind.

Definition 6.1.1 (Linearer Raum). Ein Vektorraum (linearer Raum) iiber einem
Korper (english: field) (K, +,-) ist eine additive abelsche Gruppe (V,+), auf der
zusdtzlich eine Multiplikation mit einem Skalar aus K erkliirt ist (+ : K xV — V).
Die Skalarmultiplikation muss dabei fiir alle u,v € V und o, € K die folgenden
Bedingungen erfiillen:

1. Assoziativitit: ox (Bxv) = (a- ) *v

. Distributivgesetze (english: distributive property): O.x (u+v) = 0¥ u-+ 0l
vund (00+B)*v=0oxv+Bxv

. Neutralitdt der I des Korpers K: 1xv =v.
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Definition 6.1.2 (Skalarprodukt). Die Abbildung (-,-) :V xV — K heisst Skalarpro-
dukt auf'V, falls

(x,x) 0 VO#xeV,
(Ax +,2) Ax,z) + (v, 2) VAe K, x,y,z €V,

Z
(x,y) (y,x) Vx,y eV,

wobei ~ die komplex konjugierte Zahl ist.
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Definition 6.1.3 (Bilinearform). Die Abbildung a(-,-) : V xV — R heisst Bilin-
earform, falls Vx,y,z €V, L € R:

a(x,y+Az)
a(x+2Ay,z)
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Definition 6.1.4 (Beschrinktheit in normierten Rdumen). Sei (V,||-||) ein normierter
Raum. Genau dann heisst eine Teilmenge X von V beschrankt (bzgl. der Norm

| - ||), wenn die Menge {||x||,x € X} beschriinkt ist.
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Definition 6.1.5 (Beriihrpunkt und Abgeschlossenheit). Sei (V.|| ||) ein normierter
Raum, X CV,aeV.

1. Genau dann heisst a Beriihrpunkt von X, wenn a Grenzwert einer kon-
vergenten Folge (x;) € XY ist.

2. Die Menge aller Beriihrpunkte von X wird mit X bezeichnet.

3. X heisst abgeschlossen genau dann, wenn X C X gilt, d.h. wenn jeder
Beriihrpunkt von X Element von X ist.




[Wolters, Lecture scriptum]

Definition 6.1.6 (Cauchyfolge). Sei (V.|| -||) ein normierter Raum, (x,) € V™.
Genau dann heisst (x,) eine Cauchyfolge (bzgl. der Norm || - ||), wenn fiir jedes

e € Ry ein ng € N existiert mit ||x,, — x,,|| < € fiir alle n,m € N mit n > m > ny.
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Theorem 6.1.7. Sei (V,||-||) ein normierter Raum, (x,) € VY. Dann gilt:

. Ist (x,) konvergent, so ist (x,) Cauchyfolge.

. Ist (x,) Cauchyfolge, so ist (x,) beschrinkt und besitzt hichstens einen
Beriihrpunkt.

. Ist (x,) Cauchyfolge und besitzt mindestens einen Beriihrpunkt, so ist (x;)
konvergent.

. Ist (x,) Cauchyfolge und V endlich-dimensional, so ist (x,) konvergent.
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Definition 6.1.8 (Vollstindig, Banachraum). Sei (V,||-||) ein normierter Raum
und X CV. Genau dann heisst (V,||-||) vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge
(x,) € VN bzgl. der Norm || - || konvergiert.

Vollstindige normierte Riaume werden Banachriaume genannt.

Die Menge X heisst vollstandig (bzgl. der Norm || -||) genau dann, wenn jede

Cauchy-Folge (x,) € X" bzgl. || - || konvergiert mit lim(x,) € X.

Definition 6.1.9 (Hilbertraum). Ein Banachraum X heisst Hilbertraum, wenn
ein Skalarprodukt (-,-)x auf X existiert, sodass ||x||x = /{(x,x)x Vx € X.
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Definition 6.1.10 (Innere Punkte, Umgebungen, Offenheit). Sei (V,||-||) ein
normierter Raum, X CV,aeV.

. Genau dann heisst a ein innerer Punkt von X und X eine Umgebung
(english: neighbourhood) von a, wenn X eine €-Umgebung von a enthiilt.

. Die Menge der inneren Punkte wird mit X bezeichnet.

. Offen heisst X genau dann, wenn X C X ist. Offenbar gilt stets X C X;
Offenheit von X bedeutet also nichts anderes als X = X.
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Definition 6.1.11 (Kompakt). Sei (V,||-||) ein normierter Raum, X C'V. Genau
dann heisst X (bzgl. der Norm ||-||) kompakt (genauer folgenkompakt), wenn

jede Folge (x;) € XY (bzgl. der Norm || -||) einen Beriihrpunkt a € X besitzt.
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Theorem 6.1.12 (Kompaktheitskriterium). Sei (V.|| ||) ein normierter Raum,
XCV.

1. Ist X kompakt, so ist X abgeschlossen und beschrdnkt.

2. Ist X abgeschlossen und beschrinkt und V endlich-dimensional, so ist X
kompakt.
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Definition 6.1.13 (Dichtheit). Eine Menge A heisst dicht (english: dense) in
(X, || ||x), falls A C X und A =X, d.h. jedes x € X ist Grenzwert einer Folge a,, €
A. Ist (X,||-||x) ein normierter, aber nicht vollstindiger Raum, so bezeichnet

man (X,||-||¢) als Vervollstandigung von X, falls X dicht in X und ||x||z = ||x||x
fiir alle x € X.
Beispiel: R ist die Vervollstindigung von Q
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Definition 6.1.14 (Dualraum und lineares Funktional). X sei ein normierter, lin-
earer Raum iiber R. Als Dualraum X’ bezeichnet man den Raum aller beschréink-
ten, linearen Abbildungen von X nach R:

X' = L(X,R).

X" ist ein Banachraum mit der Dualnorm

W llx = [¥]lrex = sup{|¥'(x)|/[Ix]|x : 0 # x € X}.

Die Elemente x' € X' nennt man lineare Funktionale auf X.
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Theorem 6.1.15 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Seien x,y € V' Elemente
eines Vektorraums V mit innerem Produkt (-,-), dann gilt

e ) < (xx) - ()

Unter Verwendung der Norm ||x|| := \/(x,x) ergibt sich daraus

[Co | < {1l - ]yl

Beide Seiten sind genau dann gleich, wenn x und y linear abhiingig sind. Im Fall
quadratisch integrierbarer reeller Funktionen erhdlt man

|/f x)dx <(/|f |2dx></|g |2dx>

Die letzte Ungleichung wird in folgender Holderscher Ungleichung (p =g =
2) verallgemeinert.
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Theorem 6.1.16 (Holder-Ungleichung). Sei Q ein Mafraum, 1 < p,q < oo mit
%—i— (17 = 1. Sei f € LP(Q) und g € LY(Q). Dann ist fg € L' (Q) und

IFellr < [I.F1lpllgllg-
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Die Subtraktionsmethode

Als Literaturgrundlage fiir die folgende Herleitung der Differentialgleichung fiirs
Korrekturpotential sei auf [382; 76] verwiesen.

Im Folgenden wird angenommen, dass man ein nicht-leeres Teilgebiet Q™ C
Q um den Quellort xo mit homogener konstanter Leitfdhigkeit 6= (die homogene
Leitfidhigkeit der grauen Substanz) finden kann, sodass xy € Q%/ 0Q™.

Fiir die Subtraktionsmethode wird nun die Leitfdhigkeit ¢ in zwei Teile zer-
legt,

c=0"+0"", (6.5)

sodass 6™ konstant iiber den gesamten Volumenleiter Q und ¢“°" Null ist im
Teilgebiet Q: ¢ (x) = 0,Vx € Q~. Das Potential & wird ebenfalls in zwei
Teile zerlegt,

D = P~ 4 PO, (6.6)

Das Singularitdtenpotential &= wird definiert als Losung fiir einen Dipol im un-
endlich ausgedehnten homogenen Volumenleiter mit konstanter Leitfdhigkeit ™.




[Nolting, Elektodynamik, Verlag Zimmermann-Neufang, Ulmen, 1992]

Hilfssatze aus Nolting-Buch

1,6 Zerlegungs- und Eimieutigkeitssatz

ir wollen in diesem Kapitel swei Sitze bewe; e
Z:.’oﬁer Bcdeutung'sind. Zusammengefaflt be::;:; c::: f‘;:;’ektorfelder von
Voraussetzungen qedes Vektorfeld a(r) eindeutig du’rch unter gewissen
diva und sein ngelfeld rot a bestimmt ist. Oder a.ndseln Quellexuxfeld
Jedes Vektorfeld lafit sich eindeutig als Summe eines Wirb;fr:eizzsgzeim’ckt:
€ines

quellenfreien Anteils darstellen. Zum Bewejs dieser A Nipiabay
Vorbereitungen notwendig: ussagen sind einige

Behauptung:

(1.70)
Beweis:

Proof can be found in the file ProofOfStatement1.70.pdf on our webside




[Nolting, Seite 61, Elektodynamik, Verlag Zimmermann-Neufang, Ulmen, 1992]

Hilfssatze aus Nolting-Buch

Bei uns im Skriptum:
Die beiden Gleichungen
fir E in

e e e e -
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Im Folgenden wird eine analytische Losung fiir = gegeben. Im Falle von homo-
gener isotroper Leitfihigkeit 6”|o- = 67 1d,6™ € R ist die Losung der Poisson
Gleichung

V.jP
==

AD™ (6.7)

gegeben durch [218, Seite 61]

| V.- -1
©oo(x) — /G ) J (y)dy,

 4mo* Ix — |

wobei das Gebiet G so gross gewihlt wird, dass die Quelle am Ort x( innerer
Punkt des Gebiets ist. Diese Losung lédsst sich einfach iiberpriifen [218, Seite
33]:

|

1
AP (x)=— V3P (v) As
@) = g | VeF ) A

1

1
dv=— | V..iP —V)dy.= —V-iP (x).
y (5°°/G vi’ (v)d(x—y)dy, — 7 (x)
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Aufgrund der Vektoridentitat

1
—
x—y|

Vo (P )l ) = ey 0) 4 0) -V

| X—
v, =27
o=y x—y|
ergibt sich unter Nutzung des mathematischen Dipols (6.4) sowie des Gauss-
Theorems

- 1\ G - —1\ (6.4)
L9 (i obe=a1™) 2 [ (i a1
G JdG oG

folgende Losung:

M. (x=x0))

|x—x0|3




[Wolters, Lecture scriptum]

Im Falle von homogener anisotroper Leitfdhigkeit 6™ in Q% findet man [382]
1 (M. (6°) ! (x—20))
4mv/deto™ ((0°)~H(x—x0),x—x0))3/%

Der Gradient des Singularitdtenpotentials von (6.9) kann ebenfalls analytisch
berechnet werden

D~ (x) (6.9)

1 . °) 'M
4mv/deto™ ((6=) ' (x—X),X — Xq)3/
3 (=% (69) (x—x0)
anvdetc” (=)' (x—x0),x—x)°>

Vo™ (x) (6.10)




[Wolters, Lecture scriptum]

In beiden Fillen hat das Potential ®* eine Singularitdt am Ort x = xp und ist
ansonsten glatt. Setzt man (6.5-6.7) in (6.1) ein, dann erhédlt man die Poisson
Gleichung fiir das Korrekturpotential

—V.(0VPOT) = f inQ,  f:=V-(c“"VD™), 6.11)

mit inhomogenen Neumann Randbedingungen an der Koptfoberflache

(oVP" n) =g onT, g:= —(cVd~ n). (6.12)

Diese Gleichung wird numerisch nach & gelost, um dann das Potential &
schliesslich tiber (6.6) zu berechnen.

Function ®*(x) from equation (6.9) fulfils the Neumann boundary conditions
at infinity (x — o). The singularity of ®*(x) at x = xo is of order 2, so that > (x)
does not belong to the Sobolev-space H' (), not even to L*(Q) (the space of
square-integrable functions). See definitions of function spaces in Section 6.1.4.
However, ® belongs to L'(Q), i.e., it is integrable.




Thank you for your attention!
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