Kapitel 5

Randelementmethode

Bei Modellierung des Kopfes durch einen schichtweise homogenen, isotropen Leiter kann
die Differentialgleichung (4.1) auf analytischem Wege weiter behandelt werden. Als Inte-
gralgleichungsmethode bezeichnet man die Uberfithrung einer partiellen Differentialgleichung
mit d Raumvariablen in eine Integralgleichung iiber einer (d—1)-dimensionalen Oberfléche.
Die entstehende Integralgleichung kann dann iiber die Randelement- oder BE-Methode nu-
merisch gelost werden.

5.1 Integralgleichungsmethode

Die im schwachen Sinne zu verstehende partielle Differentialgleichung (4.1) mit Neumann-
Randbedingungen (4.3) soll im weiteren iiber die Integralgleichungsmethode in eine Ran-
dintegralgleichung iiberfiihrt werden. Es gelten die folgenden physikalisch sinnvollen Vor-
aussetzungen:

e Das Potential ist stetig im betrachteten Gebiet:
d e C(N) (5.1)

e Die Normalkomponente der Volumenstromdichte ist stetig tiber die Grenzflidchen:

oc<n Vo >ec C(Iy) (5.2)

e Das Potential ist zweifach stetig differenzierbar innerhalb der Schichten:

deC*y) Vi=1,...,p

e Die Grenzflichen I'; sind geniigend glatt und ohne Ecken.

Fiir die Herleitung der Integralgleichung benottigt man die sogenannte Singularitdtenfunk-
tion, welche fiir das vorliegende Problem speziell als

oy) = L1
SIX = —
YT x -yl

gewihlt wird (Hackbusch [17] (2.2.1a)).

Es gibt nun verschiedene Moglichkeiten, die Differentialgleichung (4.1) in eine Integral-
gleichung zu iiberfithren. Im weiteren wird die Herleitung tiber das sogenannte Doppel-
schichtpotential gewihlt (siche Hackbusch [18]), welches die Normalableitung der Sin-
gularitdtenfunktion nach dem zweiten Argument y benutzt. Man betrachte zunéchst das
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Einschichtmodell mit I" als Oberfl4che.
Als Dipolkern bezeichnet man die Funktion

0
k(X, y) = 2%‘9(}‘% y) =2< n()’)vvys(xv}’) > vy el
y

Der mit dem Dipolkern k gebildete Integraloperator sei mit K bezeichnet und lautet
(K®)(x) = / k(x,y)®(y)d[, vxeT.
r
Fiir die speziell gewéhlte Singularitdtenfunktion ergibt sich als Kern

1 <n(y),y —x)>

= — T .
oey) = — = vy e, (53)
und als Integraloperator
1 < n(y)7 y — X) >
Ko =—— ®(y)dl’ A r. 5.4
(K)o = —5 [ SHOE B e, vxe (54)

Der Integrand des Integraloperators besitzt in x = y eine starke Singularitét, die Existenz
dieses Integrals ist somit zu zeigen.

Lemma 5.1.1 Sei I' € C'*# fiir ein p > 0 und ® € L>®(T') beschrinkt. Dann existiert
das Integral (4) fiir alle x € T als uneigentliches Integral.

Beweis: Hackbusch [18] Lemma 8.2.2

Damit ist (K®)(x) fiir alle x € I' definiert. Fiir x auflerhalb von I' ist der Integrand
reguldr. Im weiteren kann gezeigt werden:

Satz 5.1.1 (Kompaktheit) Sei 0 < pu < 1. Unter der Voraussetzung I' € C1TF gilt:

(a) K € L(L>(T),C(T))
(b) K € K(C(I'),C(I))

Beweis: Hackbusch [18] Satz 8.2.5

Satz 5.1.2 Sei ® € L>°(T") beschrdnkt und im Punkt xg € T' stetig, dann gilt
Jim | kG, y)@(y)dly = =@(xo) + (K®)(xo)

Beweis: Hiaméldinen [21]

Nach Bronstein [6] gilt

Satz 5.1.3 (2. Greensche Formel) Q sei Normalgebiet, u und v seien mit ihren zwei-
ten partiellen Ableitungen in Q) stetig und n sei die duflere Normale an I'. Dann gilt:

/Q [u(x) Av(x) — v(x) Au(x)] dQ =

/F[U(X) <n,Vou(x) > —v(x) < n, Vu(x) >|drl.
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Es soll nun die Integralgleichung fiir das gesuchte Potential ® hergeleitet werden.
Sei zunéchst x € Q;, (¢ € {1,---,p}). In ; ist die Singularititenfunktion s im Punkte
x =y nicht differenzierbar. Man definiere deshalb

K (x):={yeR’: |y —x| <e},

wobei € so klein gew#hlt wird, da K. C ;. Auf den Schichten Q; \ K.(x) (Vj =1,...,p)
ist die Singularitétenfunktion s nun zweimal stetig differenzierbar und die zweite Green-
sche Formel kann angewendet werden.

Man beachte, daf n(y) die &ulere Normale auf I'; bezeichnet. Bei Anwendung der 2. Green-
schen Formel auf das Gebiet ©; mit innerer Berandung I';_; und &uflerer Berandung I';
erhélt man somit zwei Oberfldchenintegrale und das Integral iiber I';_; erhélt ein negati-
ves Vorzeichen. Auf ; ergibt sich das zusétzliche Oberflachenintegral iber 0K, welches
ebenfalls ein negatives Vorzeichen besitzt. a; bezeichnet die Leitfihigkeit auBerhalb des
Kopfes und kann deshalb gleich 0 gesetzt werden. Die Indizes — und + kennzeichnen Werte
innerhalb bzw. aulerhalb der jeweiligen Grenzschicht.

Z/Q AK.(x s(x,y)o; AP (y) — ®(y)o; Dys(x,y)] dQy, =

Z/ . ).V (y) > s(x,y)— < n(y), Vys(x,y) > & (y)) -

Uf (<n(y), Vo' (y) > s(x,y)— <n(y), Vys(x,y) > ®*(y))]dl

e 01 (S R TR) > 55,3)= < miy), Vystx,y) > @)Ly (55)
Auf der linken Seite dieser Gleichung fallt der zweite Summand des Integranden wegen
Ays(x,y) = 0 im Gebiet  \ K. (x) direkt weg.

Nun wird das Oberfléchenintegral {iber 0K (x) fiir € gegen Null bestimmt. Die Stromdichte
o; < n,V® > ist auf K, beschrankt und mit

/ ary = Amre?

OKe(x)

strebt [ s(x,y)dl'y mit der Ordnung O(e) gegen 0. Damit gilt
OK(x)

[ oi<n(y), Valy) > sixy)dr, <o,
K (x)
Da K. eine Kugel ist, ist die Normalenrichtung radial und unter Verwendung von Po-

larkoordinaten mit Zentrum in x und r = |x —y| = € wird % zu % Man erhélt
< n(y), Vys(x,y) >= —4=2%. Damit 1&8t sich der zweite Teil berechnen:

/ o; <n(y),Vys(x,y) > ®(y)dl'y = —0;P(x).
OKe(x)
Es folgt

/aK " 0; (< n(y),Ve(y) > s(x,y)— < n(y), Vys(x,y) > ®(y)) dl, =0 0:0(x)
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Aus Gleichung (5) wird nach Grenziibergang ¢ — 0
P
0i0(x) + 3 /Q s(x,y)o; AB(y)dQ, =
i=17%

p
> [ 1o (< n), 90~ (3) > s(x.y) - < n(y), Vys(xy) > ()

—o; (<n(y), VO¥(y) > s(x,y)— <n(y), Vys(x,y) > ¥ (y))]dl,.

Da das Potential nach Voraussetzung (1) stetig ist, gilt @~ = ®*. Aus der Voraussetzung
(2) und der Neumann-Randbedingung (o,; = 0) folgt

o; <n(y),Vo (y) >= a;f <n(y),VéT(y) >.

Wird nun noch auf der linken Seite der Gleichung die Differentialgleichung (4.1) eingesetzt,
dann erhélt man eine Integralgleichung fiir das Potential ® fir x ¢ I'; (Vj =1,...,p)

rib(x) = 07(x) =5 (0] —of) [ kixy)@()L, (5.6
j=1 j
mit
2(x) = = [ s(x.)J,(y)d

Um die Integralgleichung fiir das Potential auf den Schichtgrenzen I'; zu erhalten, 1483t
man x gegen die Oberfliche I'; laufen und unter Verwendung von Satz 5.1.2 erhélt man
fiir x € I'; die Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art fiir das Potential ® unter
Verwendung des Doppelschichtpotentials:

(07 + 07 )B(x) = 26%(x) - > (07 — o) /F k(% y)®(y)dr; (5.7)
j=1 i

Die Randintegralgleichung (7) soll nun numerisch gelést werden. Galerkin- und Kolloka-
tionsverfahren verwenden Ansatzriume mit Funktionen, fiir die sich Basisfunktionen mit
kleinem Trager als vorteilhaft erwiesen haben. Solche Basisfunktionen heiflen finite Ele-
mente, die Kombination der Randintegralmethode mit der Diskretisierung durch finite
Elemente bezeichnet man als Randelementmethode.

5.2 Das Einschichtmodell

Zunachst wird das Einschichtmodell betrachtet:

B(x) = 28®(x) — (KD)(x) VxeT (5.8)

g

Da die Quellen im Innenraum von {2 liegen, ist es eine sinnvolle Annahme, ®°°(I") als
stetige, beschrankte und mehrfach differenzierbare Funktion auf dem Rand anzusehen.
Fiir kompakte Gebiete gilt C'(T") ¢ C(I") ¢ CN(T) (Hackbusch [18],5.16/17).

Die Existenz und die Eindeutigkeit der Losung dieser Gleichung wird somit durch die
folgenden Sétze gesichert.
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Satz 5.2.1 (Eindeutigkeit) Sei &> € L>*°(T"), ' € C’Ol+“ fiir ein > 1/2. Dann unter-
scheiden sich zwei Losungen der Gleichung (8) nur um eine Konstante.

Beweis: (Hackbusch [18], Anmerkung S.327 und Satz 8.2.18)

Lemma 5.2.1 Um die Aufgabe (8) eindeutig zu machen, kann die Zusatzbedingung

/ $dT" = 0 (5.9)
T

an das gesuchte Potential gestellt werden.

Beweis: (Hackbusch [18], Anmerkung S.327 und Zusatz 8.2.20)

Satz 5.2.2 (Losbarkeit) Sei ®*° € CMI'), T € C’Ol+“ fir ein 0 < p < 1. Dann hat die
Gleichung (8) in Kombination mit (9) fir das Innenraumproblem eine eindeutige Lisung
® € C(T), die zudem zu CMT') gehort.

Beweis: (Hackbusch [18] Anmerkung S.327 und Satz 8.2.21)

Da das Potential auf den Grenzfldchen stetig ist, sei im folgenden X = C(I") der zu-
grundeliegende Banachraum. Fiir die numerische Berechnung des Potentials ® auf dem
Rand T" wird die Kollokationsmethode gewé&hlt. Die Interpolation wird durch disjunkte
Stiitzstellen
{&,...,&} CT

festgelegt. Xj C X sei der Unterraum, in dem die interpolierenden Funktionen (Ansatz-
funktionen) liegen sollen. Fiir die numerische Realisierung ist die geeignete Représentie-
rung von X durch eine Basis hq, ..., kg mit

Xy = span{hy,... hi}
von entscheidender Bedeutung. Die Interpolation einer Funktion ® € X durch &, € X}
mit
Pp(bm) = ®(m) YVI<m <k (5.10)

existiert und ist eindeutig, wenn die Matrix (hn(§m))y, =1,
Voraussetzung definiert die Interpolation die Projektion

_x regulér ist. Unter dieser

I, : o€ X — &, € X;..
Indem nun die Kollokationspunkte in die auf X projezierte Integralgleichung eingesetzt
werden, erhélt man die Kollokationsgleichung
2
(~ )@ (Em) = — 0% (ém) + (K®4)(Em).

Die Integralgleichung wird also nur noch in den Kollokationspunkten erfiillt.
Die weitere numerische Aufgabe besteht in der Bestimmung der Koeffizienten a; des in
der Basis des Raums X}, dargestellten Potentials

k
q)k = Z anhn.
n=1
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Man erhilt das Gleichungssytem Aa = ((—1)C — D)a = b mit dem Vektor

b= Gndneto = (~20%Em))

m=1,....k

und den Matrizen C' = (¢mn)mon=1,...k Und D = (dpmn)m n=1,.. r mit Eintragen

Cmn

dmn = (Khn)(gm) (5‘12)

Bemerkung 5.2.1 Wenn die Basis (hq,...,hy) aus den Lagrange- Hutfunktionen gebildet
wird (d.h. hp(Em) = Omn, stiickweise linear), so ist C = I, die Hauptarbeit steckt also in
der Berechnung der k* Integrale

_ 1 <n(Y)7y_£m>
J

Ay = —— hon(y)dT, .
2w by —emp &y

Zur numerischen Berechnung dieser Integrale wird die Oberfliche T in Dreiecke {A,, }M_,
zerlegt, deren Eckpunkte {x,}_; auf I' liegen.

Im folgenden werden zwei verschiedene Kollokationsansitze verglichen. Beim Ansatz mit
auf den Dreiecken konstanten Basisfunktionen werden die Massenzentren der Dreiecke
als Kollokationspunkte gewihlt. Beim linearen Ansatz sind die Kollokationspunkte die
Eckpunkte der Dreiecke.

Diese beiden Verfahren werden nun ausfiihrlich studiert.

5.2.1 Kollokation mit stiickweise konstanter Interpolation

Die Kollokationspunkte sind hier die Massenzentren {cy, }27_; der Dreiecke {A,,}M_;. Die
konstanten Ansatzfunktionen haben die Gestalt

hn(x) =

{1 Do xeN, (5.13)

0 : sonst.

Die Matrixeintrége d,,, lassen sich iiber den sogenannten Raumwinkel berechnen (Schaum
[53]). Es sei dS ein Oberflichenelement. Man verbindet alle Punkte des Randes von dS mit
dem Ursprung und erhélt einen Kegel. Diesen Kegel schneidet man mit der Einheitskugel
um den Ursprung 0. Der Raumwinkel, der durch dS in 0 gebildet wird (Bezeichnung
Q(dS;0)), entspricht dann der Oberfléche jenes Teils der Einheitskugel um den Ursprung,
der durch den Kegel abgeschnitten wird. Fiir die geschlossene Oberflache I' gilt

<n(y),y—x> 0 : x auBlerhalbT
QD x) = / YY _XZgr,={ 27 : x aufl (5.14)
r |y —x| 47 : x innerhalb T"
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Nach Van Oosterom [56] kann der Raumwinkel des Dreiecks A 193 mit Eckpunkten yq, y2
und y3 aus der Sicht des Ursprungs berechnet werden:

QA 193:0) = / ﬁdry

AN123
<¥y1,y2 Xys3 >
Ivilly2llys| +ly1l<y2y3>+|y3|<ynyz2>+|y2[<y1,y3>
(5.15)

= 2arctan

Unter diesen Voraussetzungen koénnen nun die Matrixeintrige d,,, berechnet werden:

A = Z /A —Cm D (g) ~ ha(y)dT,

|y — ¢m
— _i/ <y—cm7n(y) >dry
o ly —cm |2
1
= ——Q(An;icm) (5.16)
2

Mit der Definition B := (—1)D muf jetzt noch die Fixpunktgleichung a = Ba + b gelost
werden, um die Potentialwerte in den Massenzentren zu erhalten.

5.2.2 Kollokation mit stiickweise linearer Interpolation

Bei linearer Interpolation werden die Eckpunkte der Dreiecke als Kollokationspunkte
gewahlt. A, habe die Eckpunkte xj, x; und x,,, die linearen Lagrange-Ansatzfunktionen
haben die Gestalt

det(X]le, ) .

hn(X) — det(xg,X7,Xn ) FXE Akln (517)
0 : sonst.

Die Matrixeintrage d,,, der in Dreiecke zerlegten Oberfléiche lassen sich analytisch be-

rechnen (de Munck, [12]). Die Vorgehensweise soll nun erldutert werden.

Sei zunédchst n # m. Die Lagrange-Hutfunktion A, ist nur auf den Dreiecken von Null

verschieden, die x, als Eckpunkt besitzen. AL sei der normierte Normalenvektor auf

dem Dreieck Ay, welches den Flicheninhalt Akln /2 habe. Es ergibt sich

1 1 <y — Xp, 1 >
dmn = —— hn(y)dly, | . 1
2w Z Akln / | Y —Xm |3 (y) Y (5 8)

kin

Um das Schriftbild zu vereinfachen, wird der durch Dreieck Ay, und den Betrachtungs-
punkt x,, gebildete Kegel in den Ursprung verschoben. Die Ecken des verschobenen Drei-
ecks werden mit y1, y2 und y3 bezeichnet, wobei der Umlaufsinn von y; — y2 — y3 um
den Normalenvektor n die ,Rechte-Hand-Regel“ erfiille. x,, wird in y; iiberfiihrt, wobei 4
je nach Wahl den Wert 1, 2 oder 3 annehmen kann:

1 1 <y,n>
dyn, = —5— H;(y)dly, |, 5.19
| i/ ()T, (5.19)

123
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mit

det(v:_ .
HZ( ) _ e (YI 17y7YI+1)’ i = 172’37 (520)
det(y1,y2,¥3)
ya=y1 und yo =ys.
Das Skalarprodukt < y,n > wird geometrisch als Projektion von y auf n gedeutet. Wie
man sich leicht veranschaulicht, ist dieser Wert fiir y € A193 konstant

d:=<y,n> (5.21)
und man erhélt
1 d 1
dmn = —— —_— / ——H;(y)dl', | . 5.22
mn o Azm:g A123 | y ’3 Z(Y) ) ( )
Aq23

Mit der Definition

Zi ‘= Yit1 X Yi-1, 1= 1, 2, 3, (523)

(Y4 =y1, Yo = ys3) schreibt sich der Normalenvektor n (| n |= Agg,) als Summe der z;:

3

(23)
sz = Y2 Xy3stysXy1t+y1Xy2
k=1

= (y2—Yy1) Xys+y1 Xy2—y2 Xy2
= (Y2—Y1)><Y3—(Y2—Y1)><Y2
= (y2—vy1) x(ys —y2)
= (ya—y2) x(y1 —y2)
= n.
(5.24)
Jedes y € Aqo3 1dBt sich darstellen als
y=y1+b(y)(y2 —y1)+c(y)(ys —y1), (5.25)

wobei b(y), c(y) € [0,1] und b(y) + ¢(y) < 1.
Mit der Berechnung der Determinante dreier Vektoren
det(a1,az,ag) =< ai,ag X ag),

erhalt man somit

i 2 cnys
3
24)+(25
(24)£(25) < (Z 7k ), y1 + b(y)(y2 —y1) + c(y)(ys —y1) >
k=1
Def.(23)

<y2Xy3s+ysXy1+y1Xyz2y1+by)(yz—y1)+cy)ys —y1) >
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= (1-=b(y) —c(y)) <y1,y2 xys > +b(y) <yz2,y3 xy1 > +c(y) <ys,y1 X y2 >

= (1 =b(y) —c(y))det(y1,y2,y3) + b(y) det(yz2,y3,y1) + c(y) det(ys,y1,¥2)
= det(y1,y2,¥3)

(5.26)

Man findet eine einfachere Schreibweise fiir H;
HZ' (y) Déf- det(Yi—17 Y, Yi-i-l)
det(y1,y2,y3)
1 Def.(23) 1
= E<y7Yi+1XYi—1> = E<Y7Zi>7
(5.27)
und wenn dieses Ergebnis in (22) eingesetzt wird,
1 1 <y,z; >
Ao = == | D / 5—dl,
2 A123 A123A123 ‘ y ’
Mit der Definition ) - -
Y,z
Q; = / dl’ 5.28
? A123 ‘ y |3 Yy ( )
123
erhélt man schlieflich .
Aomn = ~5 Q;. (5.29)

Aq23

Es soll nun eine Formel fiir die Berechnung der €2; hergeleitet werden. Uber das Biot-
Savartsche Gesetz der Magnetostatik kann die im Ursprung gemessene durch eine konstan-
te Stromdipolverteilung auf dem Dreieck Ajs3 erzeugte magnetische Induktion berechnet
werden. Folgende Formel entspricht bis auf eine Konstante diesem B-Feld:

~ 1
B = / Vyﬁ X dFy (5.30)
Aq23 Y

Hier bezeichnet dI'y = ﬁdfy.

Diese Formel wird nun auf zwei verschiedenen Wegen ausgewertet, die beide B als Line-
arkombination von yi, y2 und ys darstellen. Der Koeffizientenvergleich wird dann eine
Berechnungsmoglichkeit fiir die gesuchten €; liefern.

Auf dem ersten Weg wertet man den Gradienten aus. Dazu wird das Zwischenresultat

3

25
Y <7,y >y ® - y2 X y3,¥1 +b0(y)(y2 —y1) + c(y)(ys —y1) > y1
k=1

+ <y3xy,y1 +0(y)(y2 —y1) +c(y)(ys —y1) > y2
+ <y1xy2,y1 +0(y)(y2 —y1) +c(y)(ys —y1) > y3
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= (1-0b(y) —c(y))det(y1,y2,y3)y1 + b(y) det(y2,y3,y1)y2
+c(y) det(ys,y1,y2)ys)

(26)
= d((1=b(y) —c(y))yr +b(y)yz + c(y)ys)
(25) dy.
(5.31)
benétigt. Der Vektor n ist auf einem Dreieck konstant und man erhélt
~ n n d
B = —-x ——/V—dF ==X |— —=dl'y
d Aj23 Ty l? d A1zs |y |3
A2 123
n 1 yd (31) n / < Zx,y > Yk
= =X ar, | = —= ——dl’
d A12s vy B a” A123 kzl Iy P ’
123 23
_ n i 1 / <zk’y>dF y Def._(28)ExiQy (5.32)
d |z | Aus ly v d = ek '
L 123

Die zweite Moglichkeit der Auswertung von (30) benutzt eine Folgerung des Stokesschen
Satzes:

Satz 5.2.3 (Satz von Stokes fiir skalare Felder) FEs sei I' ein ebenes Gebiet mit der
Randkurve O(T), die so orientiert sei, dafi T' zur Linken liege, p € CY(T') sei ein stetig
dif ferenzierbares skalares Feld, dann gilt:

Vv x dI'y = — d
1/ v (y) y - o(y)dy

Beweis: Bronstein [6] S. 580, Nolting [36] S. 30
Die Anwendung dieses Satzes auf die magnetische Induktion (30) ergibt

B — _7{ Ay
O(A123) | Y |

dy
ly |

1

-2
=y =y
3
)

Yir1 —yi)ds
/|Y1+SY1+1_Y1)|( " l)

=1
3 I 1
= Ymi-vie) [ ds
Py ; V<yi+s(yitr — yi),yi + s(yitr — yi) >
1
3 1

(yi —Y'+1)/ ds
o ) V2 yigr — i P +2s <yiv1 —yi,¥i > + | yi 2
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Mit X = as? + bs + ¢ handelt es sich um ein Integral der Form [ ds/ VX mit a > 0 und
A = 4dac — b = 0. Es ergibt sich % In(2as + b) (Bronstein [6], S. 49) und nach weiteren

Umformungen erhélt man fiir die magnetische Induktion (30)

3

B = > (v )y

=1
N - —1 ln( lyillyitr —yil + <yi, yivr —yi) > )
' | Vit1 —¥i | | yita || Yier —¥i | + < ¥ig1, (Virr —yi) >

(5.33)

’y? kann physikalisch als Potential im Ursprung interpretiert werden, welches durch eine
homogene Ladungsverteilung auf dem Liniensegment y; — yji+1 erzeugt wurde.

Aus (30) und den beiden Auswertungen (32) und (33) erhilt man folgende Gleichung:

3

Z(%? L= W)Yk = Pl ZQkYk (5.34)
k=1

:S

Der Koeffizientenvergleich der Vektoren yy liefert schlieBllich drei Gleichungen zur Bestim-
mung der gesuchten ;. Man kann zeigen, daf§ aufgrund von 22:1(72_1 — ’y,g) = 0 das
erhaltene Gleichungssystem singulér ist. Zur Bestimmung der 2 wird somit eine weitere
Gleichung benétigt.

3 3
(28) 1 / < Zi,y >
E Q = E dr’
i=1 i=1 A123A |y I? Y

123

Al Z?:l‘ < |2317y >dFy
123A123 y
(24) 1 / <ny>
= dr
A 3 v
123, |y |
y
——dT’
/ [y [?
VAN DY
15
) Q(A123;0)
(5.35)
Das Gleichungssystem ist nun reguldr und kann zur Bestimmung der ; geldst werden:
1 LA
Q; = AT Q(Algg; 0) < Zzi,n > +d(}’i+1 - Yi—l) : Z ’Yk(yk - Yk—i-l) (536)
123 k=1

(de Munck [12], S. 988)
Nun miissen noch die verbleibenden Hauptdiagonalelemente der Matrix A bestimmt wer-
den. Die Summe der Hutfunktionen ist fiir alle y

N
Yohaly) = 1. (5.37)
n=1
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Die Matrix A besitzt einen Eigenvektor (1,...,1)! zum zugehorigen Eigenwert 0, denn
N
1 <n
A = —1+—/ &)y - ‘m > Zh
n—1 2w Jr |y &m | n—1
1 < — >
_ —1+—/ ny).y Xm 21,
2w Jr |y — Xm |
15 1
© g4 5T Xum)
(14) 0.

(5.38)

Die Hauptdiagonalelemente kénnen also durch die negative Summe aller weiteren Elemente
einer Zeile berechnet werden:

Apn == 3" Ay (5.39)

5.3 p-Schichtmodell

Zur numerischen Berechnung des Potentials ® werden p Grenzfldchen in Dreiecke zerlegt.
Die Eckpunkte der Dreiecke auf der I-ten Grenzfliche (1 <1 < p) seien mit x},, bezeichnet
(1 <m < N(I)}). cl, sei das Massenzentrum des Dreiecks Al der I-ten Schicht (1 <

m < M(l)). Nach der Wahl der Kollokationspunkte ¢!, (1 < m < k(l)) und der Basis h7n

(1 < n < k(1)) besteht die numerische Aufgabe in der Bestimmung der Koeffizienten o/,

der Darstellung

p k@)
oy = Z Z ol b

=1 n=1

Die Kollokationsgleichung fiir das p-Schichtmodell lautet (1 <1 < p;1 <m < k(i))

(o, —i—a ZZ@

=1 n=1
p p k()
=20°(&,) — > (o5 /kgm,y >N alnk
j=1 =1 n=1

5.3.1 Kollokation mit stiickweise konstanter Interpolation

Beim Ansatz mit konstanten Basisfuktionen

KL (x) = { L @ xeh, (5.40)

0 : sonst
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wahlt man als Kollokationspunkte wieder die Massenzentren der Dreiecke.
Es ergibt sich die Kollokationsgleichung (1 <i < p;1 <m < M (7))

- _ .+ i MO
o — 2 o> (cl )_i_iza‘ — 9 / <n(y),y —cp > Zajhj(y)dr
m - — m _ - n'ln y-
o; +o 2 5 0 +ol Jry Iy -—enlP o

: 2 : 1 o ;FM() <n(y),y —c >M(l) ;o
ol = ———Pd®(cl )+ — —_ / A ol hl (y)dI
m O'Z-_‘i‘O';_ (m) QTrJz::lO_Z—_’_O_j- 7; Ai |y_c1rn |3 nX:l n n(y) Yy
- + M(j) i
2 : 1 o; —0 <n(y),y —ci, >
- d>*(cl )4+ — J / AL LK) o
o v o) 2%%0{%?2 sl ly—chl? o
M(j) +
(15) 2 P 1Uj — 0y
= ®>(cy,) + — QA el ol
AL AR I LN
p M@G)
= b, +> > Bl
7j=1r=1

Durch das Losen dieser Fixpunktgleichung a = Ba + b werden die Potentialwerte in den
Massenzentren bestimmt.

5.3.2 Kollokation mit stiickweise linearer Interpolation

Kollokationspunkte sind die Eckpunkte der Dreiecke, als Basiselemente werden die Lagrange-
Hutfunktionen h!, gew#hlt (k! (xi,) = 8,;0,un, ansonsten linear). Damit erhilt man die
Kollokationsgleichung (1 <i <p;1 <m < N (7))

p N()
(o, + O' Z Z a,
=1 n=1
P
=20 (xi Z / k(xi . y) Zoﬂh]
7j=1
welche als Gleichungssystem
p N
Z Z { o7 + 0 )6ubmn + (0] — o )dl }Ozf1 =29 (x,,),
I=1n=1

d.h. Aa = b geschrieben werden kann. Wie fiir das Einschichtmodell 148t sich
Qi = [ kO ¥R (¥)AT,
1

fiir in Dreiecke zerlegte Grenzschichten und fiir ¢ # [ oder m # n analytisch berechnen.
Mit o} = o 11,0, =0,

S h(y)=1 VyeT, (5.41)
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und der Berechnung des Raumwinkels

i 0 : I<i
Q(FUXiIn)Z/ <n(y)7yi X:;n >dPy: or 1 (5.42)
L |y — X | 4r o 1>

ergibt sich wie beim Einschichtmodell fiir die Matrix A ein Eigenwert 0 mit zugehorigem
Eigenvektor e = (1,...,1)%

» N(Q) R i
S0 o7 + 07 uby T T [ SRORY e 2y,
=1 n=1 2m Iy | y — X}n
_ L&, <n(y),y —xi, > W,
= (o] +o/)—=—=)> (o —U+/ T hy, (y)dl
( ) 27_‘_;([ l)Fl |Y—X}n|3 nz::l () Y
(41) _ n 1 &, + / <n(y),y — xb, >
= (o, +0;7)—— o, —0O - dI’
( ) 271';(1 v r ly —xh [? Y
P
(42) _ _ _
=" (oj +0i") = (o7 —0f) =2 > (07 —0f)
I=i+1

(5.43)

Durch das Losen dieses Gleichungssystems erhélt man die Potentialwerte in den Dreieck-
seckpunkten.

5.4 Quelleinleitung im BE-Modell

Wie in Kapitel 3.3 erldutert stellt der physikalische Stromdipol (3.5) (Abbildung 3.2) ein
physiologisch sinnvolles Quellmodell dar. Die Grenzfléchen, auf denen der Primérstroman-
teil @° ausgewertet wird, liegen im Vergleich zur Ausdehnung der zylinderférmigen Quelle
in der Fernzone, so daf die Verwendung des Stromdipolmodells (3.6) physikalisch und nu-
merisch zu vertreten ist. Man kann die im weiteren vorgestellte Methode zur Quelleinlei-
tung auch als simple Quadraturformel fiir das Quellmodell des physikalischen Stromdipols
ansehen. Sei xg der Ort der Quelleinspeisung durch den Stromdipol. Man definiere:

1

a0,
x—y| 7

D, (x) := —ﬁ/ﬂ V- {Mén(y —x0)}

Hier seien die Funktionen d,, € C§°(2), es gelte

und [, 0,dS2 = 1Vn. Die Funktionenfolge {4,, },, konvergiert gegen die Dirac-Delta-Distribution
(Jantscher [26]).
Nach Bronstein ([6], S. 577) gilt fiir ein skalares Feld §,, und ein konstantes Vektorfeld M
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V- (Mé,(y —x0)) =MV ,(y — xo).

Mit partieller Integration (1. Greensche Identitét) (wieder wird eine Kugel K.(x) um
die Singularitét herausgenommen, deren Integral mit € gegen 0 geht) erhilt man unter
Vernachléssigung der Randterme (6, [p, = 0 fiir gentigend grofie n)

X-Yy
d,(x) = 471'/5 x M. ( pE )de.
. X—XO _
B 471' |x—x0|3 /5 Xo)d
M'(X—Y) M- (x —x0)
+E/Q($n(y_xo){ ‘X_y’?) - |X—X0|3 }de

Der Integrand des zweiten Summanden besitzt den Triger |y — xo |< % Es ist

Sup{M-<x—y>_M-<x—xO>
K—yP  x—xo

1
} < €(n), Yy mit |y —xo| < —.
Y n

Somit gilt

4z / O { IX(XYI?’Y) - 1\/I|>.<(—X>;)I}§O)}dﬂy

=1

Wird der Primérstromanteil ®>° mit j, = My, ausgewertet, so erhélt man

1 M- (x—xp)

o> —_— .
(x) = At |x—x0 3

(5.44)

5.5 Losen der entstehenden Gleichungssysteme

Wie in (38) fiir das Einschichtmodell und in (43) fiir das p-Schichtmodell gezeigt wurde,
ist das aus dem linearen Ansatz hervorgegangene Gleichungssystem Aa = b singulér, da
die Matrix A einen Eigenwert 0 mit zugehorigem Eigenvektor e := (1,...,1)" besitzt. Die
Matrix I — A der Fixpunktgleichung a = (I — A)a+ b besitzt somit einen Eigenwert A = 1
mit zugehorigem Eigenvektor e.

Das gesuchte Potential ist nach Satz 5.2.1 nur bis auf eine Konstante genau bestimmt.
Es ist somit die Einfithrung der Zusatzbedingung moglich, dafl die Summe {iiber alle zu
bestimmenden Potentialwerte an den Kollokationspunkten 0 ergibt (siehe Lemma 5.2.1)
Sei dazu p := (1/N,...,1/N). p besitzt die Eigenschaften p”a = 0 und p"e = 1. Es
ergibt sich die Fixpunktgleichung a = (I — A)a+b = (I — A — ep')a + b mit der Itera-
tionsmatrix W = (I — A — ep'"), die wieder den Eigenwert 0 zum Eigenvektor e besitzt.
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Das beschriebene Verfahren wird Wieland-Deflation genannt.

Das entstehende reguliire Gleichungssystem (A + ep‘)a = b kann iiber direkte Verfah-
ren (z.B. LR-Zerlegung mit Pivotisierung, QR-Zerlegung) gelést werden. Im Hinblick auf
die Erstellung der EinfluBmatrix (Kapitel ??7) bietet sich ein direkter Loser sogar an, da
die Matrix nur von der Geometrie abhéingt und eine einmal berechnete Zerlegung fiir
verschiedene Quelleinleitungen (rechte Seite b) immer wieder verwendet werden kann.
Fiir die Kollokation in den Massenzentren der Dreiecke mit konstanten Ansatzfunktionen
wurde die Beschaffenheit der Matrix B hinsichtlich iterativer Loser genauer untersucht.

Lemma 5.5.1 B hat den Figenwert A = 1 der Vielfachheit 1 mit zugehdrigem
Eigenvektor e.

Beweis: Lynn und Timlake [28]

Satz 5.5.1 Sei

W T IVP
IS Wl

Aj ist Bigenwert der Matrix B (V j=1,...,p).

Beweis: Lynn und Timlake [28]

Aus a; = 0 folgt somit A, = 1. Dieser Eigenwert kann wie bereits beschrieben iiber eine
Wieland-Deflation der Geometriematrix (W = (B — ep!")) vermieden werden. Aus prak-
tischen Erfahrungen geht man davon aus, daf alle weiteren Eigenwerte << 1 sind (Lynn
und Timlake [28]) und somit Konvergenz erzielt wird (Spektralradius der Iterationsmatrix
W kleiner als 1, Werner [59], S. 123). Der Eigenwert \,, wird ebenfalls sehr nahe bei 1
liegen, wenn £2,,,+1 die Knochenschicht mit im Vergleich zu den anderen Schichten geringer
Leitfihigkeit o, bezeichne. Hier bietet sich eine Multideflation der Iterationsmatrix an
(Lynn und Timlake [28]). Diese Technik kann ebenfalls mit klassischen Iterationsverfahren
wie Jakobi, Gauss-Seidel und SOR gekoppelt werden.

Am INSERM U280 de Lyon wurden verschiedene iterative Verfahren fiir die Kollokation
im Massenzentrum getestet, unter anderem die klassischen Methoden wie Gauss-Seidel,
Jakobi und SOR. Die Verfahren wurden mit einfacher Deflation und auch mit Multi-
deflation kombiniert. Die Anwendung des Gauss-Seidel Verfahrens auf die durch einfache
Deflation bestimmte Iterationsmatrix erzielte die besten Konvergenzergebnisse.

Fiir die Kollokation in den Dreieckseckpunkten mit stiickweise linearer Interpolation, ana-
lytischer Berechnung der auftretenden Integrale und einfacher Deflation der Geometrie-
matrix wurde ebenfalls eine gute Konvergenz mit dem Gauss-Seidel Verfahren erzielt. Im
Hinblick auf das Erstellen der EinfluBmatrix sollten aber direkte Verfahren vorgezogen
werden.

5.6 Die Isolierung der schlecht leitenden Knochenschicht

Sei im folgenden die Knochenschicht die (m + 1)-te Schicht €,,+1 im p-Schichtmodell
mit innerer Grenzfliche I';;, und &uflerer Grenzfliache I'y, 1. Die Leitfihigkeit der Kno-
chenschicht o}, = o,, | betriigt nur ca. ein hunderstel der Leitfihigkeiten der anderen
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Schichten (Tabelle 3.1).

Der Fehler, der durch die numerische Berechnung des Volumenterms gemacht wird, wird
durch die geringe Leitfidhigkeit des Knochens bei direktem Lésen der p-Schichtintegralglei-
chung

(o7 +07)2(x)

— 20%(x Z — o) /Fj k(x,y)®(y)dT

verstirkt (Meijs et al. [32]). Diese Fehlerverstirkung kann durch die Isolierung der Kno-
chenschicht verhindert werden (Meijs et al. [33]). Dazu wird das Potential ® als Summe
zweier Komponenten geschrieben:

B(x) = d(x) + Bi(x) VxeTy (5.45)

®Y ist das sogenannte isolierte Potential unter der Annahme, daf die Leitfihigkeit der
Knochenschicht null ist (o, = 0,,,; = 0). Die Annahme fiihrt dazu, da$ der Volumen-
stromanteil auf den Schichten auflerhalb der Knochenschicht verschwindet, da die Quell-
einleitung auf die Gehirnschicht beschriinkt ist, so daB ®Y(x) = 0 ((m + 1) < i < p) gilt.
Die Gleichung fiir das isolierte Potential lautet damit

7,00 (x) = 28 (x ZAJJ/ k(x, y)®(y)dl, (5.46)

&Y Ao, /F k(. y)2)(y)dr, =
=1

5,00 (x) + 267 (x) — o / k(x,y)®, (y)dT,

mitﬁi:(ai_—kaf),1§i<m,Aoj:(aj -0, ), 1<j<mund G, =0, Aoy, =0,

Das Restpotential ®; berechnet sich nun wie folgt

(07 +07)®i(x) = 20%(x) - (07 +0)P](x)
—{ /k:xy y)dl, +Z /k:xy dF}

Wird nun Gleichung (46) in diese Gleichung eingesetzt, so erhélt man
(o7 +0)Pi(x) = 2<I>°°(x) (o7 + 0PV (x) + 7,0 (x) — 20 (x)
tor / K, Y) B, ()T, = (o7 =t [ k(x,y)80, (v)dT

_jz::l(gj— — J;F) /F]- k(x,y)®;(y)dl,

Die Gleichung fiir das Restpotential lautet somit

p
(07 + a1 )0ilx) = 000 = Yooy —af) [ kYO )0, (547
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wobei sich ®7° aus dem isolierten Potential ergibt:

352(x) = o { [ Fx,3)B0 (91T, = 60,80, ) (5.48)

Beide Gleichungen (46) und (47) sind Fredholmsche Integralgleichungen 2.Art. Zunéchst
wird die Gleichung fiir das isolierte Potential (46) iiber die beschriebenen numerischen
Verfahren gelost. Damit kann ®$° fiir die Gleichung des Restpotentials berechnet werden
(nach (48)) und durch Losen von (47) werden die Potentiale auf den #ufleren Schichten
bestimmt.

Durch diese Vorgehensweise kann der Fehler verringert werden. Zunichst enthilt der
Volumenleiter zur Berechnung des isolierten Potentials keine Schicht mehr mit geringer
Leitfdhigkeit.

Das Restpotential zeigt ebenfalls keine Fehlerverstdrkung, denn der Quellterm ®3° ist
proportional zu o) und das Restpotential auf den inneren Schichten ®;, 1 < ¢ < m ist
gering (einige Prozent des Gesamtpotentials @) und fillt mit o;;. Da also sowohl Quell-
term als auch Volumenterm des Restpotentials mit o} fallen, wird eine Fehlerverstirkung
verhindert.

5.7 Konvergenz- und Fehlerbetrachtungen

Es sollen nun einige Aussagen zur Konvergenz der numerischen Methoden gemacht werden
(Hackbusch [18], Kapitel 9.1.4 und die Kapitel 4.4 und 4.6). Die grundlegenden Definitio-
nen der Konvergenz, Stabilitdt und Konsistenz kénnen ebenfalls diesem Buch entnommen
werden.

Satz 5.7.1 X sei ein Banachraum, die Projektionsfolge {11, } mit I1,, € L(X, X) sei kon-
vergent, d.h.
I,z -z X VrelX

und K sei kompakt K € K(X,X). Dann konvergieren die Operatoren K, = II,K der
semidiskreten Projektionsgleichung

)‘fn =gn+ ann gn =19 (549)

in der Operatornorm gegen K :
|[K,— K||—0 n— oo.

Wenn X ein regulirer Wert ist, d.h. (\I — K)~! € L(X, X), ist die Diskretisierung (49)
durch Projektion konvergent, stabil und konsistent. Die Projektionslosungen f, erfiillen

fn—=f=W—-K)lg inX (5.50)
Beweis: Hackbusch [18], Satz 4.3.11
Zur Beurteilung der Brauchbarkeit der numerischen Methode hat man aufler der Konver-
genz f, — f auch die Konvergenzgeschwindigkeit in Betracht zu ziehen. Man versucht

also, eine quantitative Abschitzung des Fehlers (f,, — f) fiir einen festen Diskretisierungs-
parameter n zu erhalten. Folgender Satz gibt Aufschlufl iber die Ordnung der Konvergenz:
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Satz 5.7.2 Sei X = C(D). Die Integralgleichung \f = g+ Kf habe eine Lisung f €
C™(D) mit T > 0. Die Diskretisierung (49) sei stabil und die Projektion I1,, erfiille

1f = My flloe < en” (| fllcm(p) (5.51)
Dann ist die Projektionsmethode konvergent von der Ordnung 7:
If = falle = O(n77) (5.52)

Beweis: Hackbusch [18], Satz 4.3.15

Beziiglich der Konvergenzordnung werden somit Aussagen iiber die Glattheit der Losung
f von A\f = g+ K f benotigt.

Fiir das Einschichtmodell liefert Satz 5.2.2 die Konvergenzordnung O(n ) beziiglich der
Maximumnorm.

Folgende Sétze sind nach Bemerkungen im Kapitel 9.1.4 [18] und nach Satz 4.4.7 [18]
ebenfalls auf hoherdimensionale Gebiete tibertragbar und sollen zitiert werden:

Satz 5.7.3 (Fehlerordnung) f, sei die Losung der Kollokationsmethode mit stiickweise
linearer Interpolation in Q = I = [a,b] und dquidistanten Stitzstellen &, := a+(b—a)(m—
1)/(n—=1), 1 <m < n. X\ sei requlirer Wert des kompakten Operators K. Die Léosung f
von \f = g+ Kf gehére zu C}(Q). Fiir hinreichend grofes ng existieren die Losungen
fn (n > ng) und konvergieren von zweiter Ordnung in der Maximumsnorm, d.h.

1f = folloo < const - h2.

Beweis: Hackbusch [18], Satz 4.4.7

Fiir die stiickweise konstanten Ansatzfunktionen kann fiir eindimensionale Gebiete die
Konvergenz erster Ordnung in der Maximumsnorm nachgewiesen werden (Bemerkung
4.4.8 [18]).

Bessere Abschétzungen sind in schwécheren Normen, durch stéirkere Regularitétsforderun-
gen an die Losung f oder speziell in den Kollokationspunkten moglich.

Nach Definition der Projektion II,, beim Kollokationsverfahren gilt fiir alle Kollokations-
punkte £ f(§) = (II,,f)(§). Es entfillt in diesen Punkten der Fehler (f — II,,f)(&), so dafl
bleibt

f(g) - fn(é‘) = (f - an)(g) + (an - fn)(g) = (an - fn)(g)

Dem folgenden Satz liegt eine eindimensionale Geometrie zugrunde, er kann aber wieder
auf hoherdimensionale Gebiete verallgemeinert werden:

Satz 5.7.4 (Konvergenz in den Kollokationspunkten) Sei A kein Eigenwert des In-
tegraloperators K € K(C(I),C(I)).

1. Fiir das Kollokationsverfahren mit stickweise konstanten Ansatzfunktionen gilt fir
die Kollokationspunkte &

max{|f(§) = fu()|} < const-h-||fllmyy YV feH'(),
falls K € L(L*(I), L=(I)) und

max{|f (&) = fu(€)[} < const - h*-[|fllg=ry ¥ f € HX(I),
falls K € L(HY(I)', L*(I)), wobei (H')" den Dualraum des H' bezeichne.
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2. Fiir das Kollokationsverfahren mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen gilt fir die
Kollokationspunkte &

max{|f(€) — fu()[} < const- b - || fl|g2y V¥ f € H(I),
falls K € L(L2(I), L=(I)).

Beweis: Hackbusch [18], Satz 4.4.17

In den Kollokationspunkten kann also unter gewissen Voraussetzungen eine sogenannte
Superkonvergenz nachgewiesen werden.

Im mehrdimensionalen Fall muf} zusétzlich der geometrische Diskretisierungsfehler be-
trachtet werden, da die Oberflichengeometrie durch Dreiecke angenéihert wird. Es ergibt
sich ein zusétzlicher Fehler von

ID = Dalloo < O(h),

wobei D die Matrix (12) sei und Da die zugehoérige Matrix nach Diskretisierung der
Oberfliche (Hackbusch [18], Kapitel 9.2.4).

Fiir weitere Konvergenz- und Fehleruntersuchungen sei auf die Literatur (Wendland [58])
verwiesen.

5.8 Programmierung und Auswertung

5.8.1 Programmierung

Zu Beginn der Arbeit lag am INSERM U280 de Lyon ein Programm zur Lésung des di-
rekten Problems {iber die Randelementmethode mit Kollokation im Massenzentrum und
stiickweise konstanten Ansatzfunktionen vor (im folgenden Massenzentrumsmethode ge-
nannt). Von Interesse war ein Genauigkeitsvergleich mit der Kollokation in den Dreieck-
seckpunkten und stiickweise linearer Interpolation auf den Oberfldchenelementen mit ana-
lytischer Berechnung der auftretenden Integrale (Methode der linearen Interpolation). Im
Programm sollte der Speicherbedarf dynamisch an gegebene Oberflachengitter angepafit
werden. In Lyon wurde unter dem Betriebssystem UNIX in der Programmiersprache C ein
Einschichtmodell entwickelt, welches nach der Riickkehr nach Aachen in ein Dreischichtmo-
dell erweitert wurde. Die Implementation des isolierten Problems wurde begonnen, wegen
der Dringlichkeit der Weiterentwicklung der inversen Methoden im FE-Programmsystem
CAUCHY aber nicht abgeschlossen.

Auf Kugelgeometrien existieren analytische Losungen fiir das gesuchte Potential unter
Monopol- und Dipolquelleinleitung (Zhang et al. [64], de Munck [13], Wieringa [60], Her-
leitung iiber Legendre-Polynome). An bereits implementierten analytischen Losungen fiir
ein Einschicht- und fiir ein Dreischichtkugelmodell sollte ein Vergleich der beiden Kol-
lokationsmethoden durchgefiihrt werden. Es wurden radiale und tangentiale Dipole mit
verschiedenen Exzentrizitdten, d.h. Entfernungen zum Kugelmittelpunkt, verwendet.

Die drei iiberlagerten Kugeln des Dreischichtkugelmodells haben die Radien 0.0783, 0.0828
und 0.09. Die Exzentrizitdt des Dipols sei definiert iiber die Dipolentfernung zum Ur-
sprung im Verhéltnis zum Radius der dufleren Kugel. Sie befindet sich somit im Bereich
0 bis 0.87 = %. Mit Exzentrizitdt 0.87 wiirde sich der Dipol somit auf der inneren
Grenzfldche I'y befinden. Auch beim Einschichtmodell bedeute eine Exzentrizitdt von 0.87
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im weiteren Lage des Dipols auf der Kugeloberfléche.

Zwei verschieden feine Dreiecksdiskretisierungen der Kugeloberfldchen wurden vom IN-
SERM U280 zur Verfiigung gestellt, 600 Dreiecke pro Oberfléiche (300 Dreieckseckpunkte)
bzw. 300 Dreiecke pro Oberflidche (153 Eckpunkte).

Bei der Massenzentrumsmethode wird fiir das Einschichtmodell ein Gleichungssystem
Aa = b der Groe M x M (M : Anzahl Dreiecke) gelost, bei der Methode der linearen
Interpolation ein Gleichungssystem der Grofie N x N (N : Anzahl Eckpunkte). Die Matri-
zen sind rein geometrieabhéingig, bei Anderung der Quelleinleitung wird nur der Vektor b
verindert. Fiir die Berechnung der Geometriematrix stehen den (36 - M?) Punktoperatio-
nen plus (M?) Arcustangensauswertungen bei der Massenzentrumsmethode (186 - M - N)
Punktoperationen plus (M - N) Arcustangens- und (M - N - 3) Logarithmusauswertungen
fiir die lineare Interpolation gegeniiber.

Zur Ermittlung der Einfluimatrix werden die Gleichungssysteme sehr haufig fiir verschie-
dene Dipole bei gleicher Geometrie gelost. Somit rechtfertigt der Rechenaufwand einen
Vergleich der Kollokation im Massenzentrum mit 300 Dreiecken pro Oberfldche mit der
feineren Diskretisierung fiir die lineare Interpolation. Die Berechnung der Geometriematrix
wird bei der linearen Interpolation und 600 Dreiecken mit 33.48 Millionen Punktoperatio-
nen, 180000 Arcustangens- und 540000 Logarithmusauswertungen gegeniiber 3.24 Millio-
nen Punktoperationen und 90000 Arcustangensauswertungen bei der Massenzentrumsme-

thode mit 300 Dreiecken mehr Rechenzeit benétigen (auf modernen Rechenanlagen einige
Sekunden).

5.8.2 Fehlerkriterien

Bezeichne ® die numerische und ® die analytische Losung des auf den Grenzfléchen berech-
neten Potentials. Diese sollen nun auf der dufleren Kugeloberfliche verglichen werden. ®,,
sei das analytisch, ®,, das numerisch berechnete Potential im Massenzentrum des Dreiecks
Ay, Es wurden zwei Fehlerkriterien verwendet (Meijs [33]), der RDM (Relative difference
measure) und der MAG (Magnification factor).

Der
N 2
RDM := / e — <I>~ dr,
o \y/Jp, @2\ /[, @2dT
ist ein MafB fiir den Fehler in der Topographie (Optimum RDM = 0), der
/Jp, ®2dT
MAG = Yo
\/ frp ®24r

gibt AufschluB iiber den Fehler in der Amplitude (Optimum MAG = 1).

5.8.3 Diskussion der Ergebnisse im Kugelmodell

Im Programm wurden simple Quadraturformeln zur Berechnung der Fehler implementiert.
Der RDM wurde iiber

M P Y ?
RDM — n _ n A(Ay) (5.53)
Z (@frle PIA(L,) M, <I5n2A(An))
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Abbildung 5.1: RDM und MAG fiir die Quelleinleitung iiber einen Stromdipol im Ein-
schichtmodell; oben radiale, unten tangentiale Ausrichtung.

bestimmt, der MAG {iber

VEML B2A(A,)
VEN 92A(A,)

MAG =

(5.54)

Seien die Eckpunkte des Dreiecks n mit x§, x7' und x5 und das zugehérige Massenzentrum

mit x7 bezeichnet.

Fiir die Methode der linearen Interpolation wurden aus den berechneten Potentialen auf

den Dreieckseckpunkten iiber

O(x2) = D(xp)hg(x2) + S(x])AT(x )+‘i’(><§)h"(xg)
- d t n n n - d t n n d t n
_ B e (xfl,x;ll,xi) B0 et(xg, xg I21) —|—<I>( n) e (x?l,xlll,xﬁ)
det(XO » X1 X2) det(x07 X1 ) XZ) det(xO » X1 XZ)
~ det(x2, x}, x5 det ooxp o det(x2, x5, x5
B(x8) e (xf1 X;ll Xi) +<I>( ) et(x2, x5 x?l) +<I>(x2) e (xn x?l X;ll)
det(XO » X1 X2) det(x07 X1 ) 2) det(xO » X1 XZ)
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Abbildung 5.2: RDM und MAG fiir die Quelleinleitung iiber einen Stromdipol im Drei-
schichtmodell; oben radiale, unten tangentiale Ausrichtung.

2 n n n
. n < X, X(i-l—l) mod 3 X X(i+2) mod 3 =
= 2 %(x

n n n
< Xg,Xy X Xg >

(5.55)

die Potentiale im Massenzentrum berechnet.

Diese Vorgehensweise wird sich sicherlich zuungunsten der Methode der linearen Interpola-
tion auswirken. In den Kollokationspunkten kann nach Kapitel 5.7 eine bessere Konvergenz
erwartet werden, so dafl die Methode der linearen Interpolation durch die Auswertung im
Massenzentrum benachteiligt ist. ® wird zudem fiir den linearen Ansatz nicht exakt inte-
griert,.

Die Abbildung 5.1 zeigt Topographie- und Amplitudenfehler bei radialer bzw. tangentialer
Quelleinleitung durch einen Stromdipol fiir das Einschichtmodell. Trotz Benachteiligung
der linearen Interpolation durch die Fehlerformeln erkennt man die bessere Approxima-
tion des gesuchten Potentials im Vergleich zur Massenzentrumsmethode. Mit steigender
Exzentrizitdt des Dipols nimmt die Genauigkeit beider Kollokationsmethoden stark ab.
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Die grobe Vergitterung der Kugeloberfldche reicht nicht mehr aus.

Die Abbildung 5.2 zeigt Topographie- und Amplitudenfehler bei radialer bzw. tangentia-
ler Quelleinleitung durch einen Stromdipol fiir das Dreischichtmodell ohne Isolation der
Knochenschicht. Wie schon beim Einschichtmodell zeigen sich Vorteile der Kollokation
mit linearen Ansatzfunktionen und analytischer Berechnung der Integrale. Teste mit Qua-
draturverfahren hoéherer Ordnung fiir das analytische Potential und exakter Integration
von @ sollten durchgefiihrt werden, da sie diese Vorteile stiarker herausstellen werden. Im
Vergleich Dreischichtmodell mit linearem Ansatz ohne Isolation der Knochenschicht gegen
Kollokation im Massenzentrum mit isoliertem Knochen (ohne Abbildung) zeigt sich bei
tangentialem Dipol mit einer Exzentrizitét von 0.8, wie wichtig die gesonderte Behandlung
des Potentials auf den Schichtgrenzen innerhalb der Knochenschicht ist (RDM 0.755 gegen
0.7217, MAG 2.181 gegen 1.3426).

Fiir beide Methoden fiihrt eine hohe Exzentrizitét zu grolen numerischen Fehlern. Nahert
sich eine Quelle der inneren Grenzschicht, so weist das Potential auf der Grenzfléiche in
der Nihe der Quelle einen groflen Gradienten auf. Hier reicht die grobe Vergitterung der
Kugeloberflichen nicht mehr aus und es ergeben sich grofiere Fehler.

Am INSERM U280 wurde die numerische Genauigkeit der Massenzentrumsmethode mit
Isolation der Knochenschicht im Dreischichtkugelmodell anhand der analytischen Losung
fiir sechs verschieden feine Oberfléchenvernetzungen untersucht (Yvert et al. [62]). Es wur-
den globale Netzdichten (GD, Global Density) von GD= 0.16 bis GD= 1.33 Dreiecken pro
Quadratzentimeter getestet, die zugehorige Anzahl Dreiecke wird mit N bezeichnet (Ab-
bildung 5.3). Eine Dipoltiefe von 78.3 mm entspricht einer Exzentrizitét 0, eine Dipoltiefe
von 1.8 mm der Exzentrizitit 0.85. Setzt man die Akzeptanzschwelle fiir den RDM-Fehler
bei 5% an, so sieht man, dafl selbst bei einer globalen Netzdichte von GD= 1.33 der
Topographie-Fehler fiir oberfldchennahe Quellen nicht zu akzeptieren ist.

Es wurden dann lokal verfeinerte Netze getestet [62]. Die Dipole wurden auf der z-Achse
mit verschiedener Exzentrizitéit gesetzt. Die lokale Netzdichte (LD, Local Density) wurde
von LD= 2.8 bis auf LD= 18 Dreiecke pro Quadratzentimeter erhoht. Bei einer loka-
len Netzdichte von ca. 10 Dreiecken pro Quadratzentimeter blieb der Topographiefehler
auch fiir stark exzentrische Dipole unter 5%. Der MAG bewegte sich fiir alle getesteten
Exzentrizitdten zwischen 0.9 und 0.95 und scheint stérker von der globalen Netzdichte
abzuhéngen.

5.8.4 Numerische Tests in realer Geometrie

Anhand von Kernspinresonanz-Tomographie-Bildern wurden die Oberfléichen von Kopf-
haut, Knochen und Hirn rekonstruiert und vernetzt (siehe Abbildung 5.5). Da fiir die
reale Geometrie keine analytische Berechnung des Potentials mehr moglich ist, wurden
auf einem sehr feinen Gitter (globale Netzdichte 1.3 und lokale Netzdichte 15 Dreiecke
pro cm?, insgesamt 6016 Dreiecke pro Oberfliche) fiir radiale und tangentiale Dipole
Referenzlosungen an 66 Elektrodenpositionen (gemif internationalem 10-20 System) er-
mittelt. Die Losungen anhand von groberen Gittern wurden dann an diesen 66 Punkten
mit der Referenzlosung verglichen und der Fehler RMS ausgewertet. RMS.T steht fiir
tangentiale, RMS.R fiir radiale Dipole. Die ersten getesteten Netze (set 1) wurden nicht
lokal verfeinert. Es wurden die Potentialwerte an den Elektrodenpositionen bei globalen
Netzdichten zwischen GD= 0.25 und GD= 1.3 Dreiecken pro Quadratzentimeter mit der
Losung des Referenzmodells verglichen. Fiir exzentrische Dipole ergaben sich wieder in-
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akzeptable Abweichungen. Im weiteren wurden dann im temporalen Bereich verfeinerte
Netze verwendet. Bei lokaler Verfeinerung im Bereich LD= 3.2 und globaler Netzdichte
von GD= 0.9 konnte der RMS auch fiir exzentrische Quellen unter 15 % gedriickt werden.
Tiefe Quellen sind weniger problematisch.



Anhang B

Verzeichnis der verwendeten
Symbole

Bezeichnung

o
16|
B

BE-Methode
C

CL™

Q)

CH(Q)
Ch(©Q)
C[l}lass

COF

C.-S.

Erklarung

Bilinearform

Kompakter Operator € K(X,Y)
Verallgemeinerte Inverse zu A
Vektorpotential

Elliptizitatskonstante

Ordnung des Multiindex (3

Magnetische Induktion
Boundary-Element-Methode
Diagonalmatrix zur Wichtung der Meflkanéle
Chlor-Ion

Menge der auf € stetigen Funktionen
Menge der Funktionen mit stetigen Ableitungen der Ordnung k
Unterraum von C*(Q) der Funktionen mit kompaktem Triger
{v e C*(Q)NCHR), [qvdQ =0}
Complete Orthogonal Factorization
Ungleichung von Cauchy-Schwarz
Dielektrische Verschiebung
Oberflichenelement der Oberfliche I’
ndl

Abstand des Elements ® vom Raum V
Funktionen ¢ in C§°(Q2) mit Tr(p) C K
Urca Px ()

Divergenz des Vektorfeldes A
EinfluBmatrix

EinfluBmatrix zum Quellorttupel ¢
Elektrische Feldstéirke
Elektroencephalographie

Evozierte Potentiale

Rauschen des Meflkanals ¢

Relative Dielektrizitatszahl
Dielektrizitatskonstante des Vakuums
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EPSP

Etr

F,
FE-Methode
N

F.-U.

r

I

9K+

INAT

Inf

n(y)
0/0n
VU

hr, pr

IPSP

K(X,Y)

NAT
N(E)
NC
Ninf
Nrich
Ndip

AINOAING D, VIERAIOMTINGS Dy VERVW ERINDE LN O Y VIDULLY

Exzitatorisches postsynaptisches Potential
Transponierte der Matrix E

Filter des Regularisierungsverfahrens T,
Methode der finiten Elemente

fiir alle

Friedrichssche Ungleichung

Berandung des Gebiets 2

AuBere Grenzfliche der Schicht €;
Kalium-Leitfihigkeit der Neuronmembran
Natrium-Leitfahigkeit der Neuronmembran

gibt es

Menge der EinfluBknoten {1, ..., %, ,}

j-te Einflulknoten

Ndip * Nrich

Auswirts gerichtete Einheitsnormale am Punkt y
Ableitung in Richtung der dufleren Normalen
Gradient des skalaren Feldes U

Magnetische Feldstéirke

i-tes Basiselement

Umbkreis- bzw. Inkreisradius von T’

Stromstérke, Einheit: Ampere (A)
Inhibitatorisches postsynaptisches Potential
Elektrische Stromdichte

Priméarstromdichte

Stromquelldichte (J, =V - jp)

Komplexe Wellenzahl

Kalium-Ion

{T € L(X,Y) : T ist kompakt}

Kugel mit Radius € um den Punkt x

Oberfliache der Kugel K.

Eigenwert

Spektrum des Operators T: A\(T) := {\ € R : A\I — T ist nicht invertierbar}
Laplace-Operator

Funktional

Raum der linearen Operatoren von X nach Y
Raum der iiber 2 quadrat-integrierbaren Funktionen
Raum der iiber € beschrankten Funktionen
Moment des mathematischen Stromdipols
Relative Permeabilititszahl

Volumen von 2

Permeabilitétszahl des Vakuums

Menge der natiirlichen Zahlen

Natrium-Ion

Kern des Operators E: {M € R™: EM = 0}
NormalenConstraint (anatomische Voriiberlegung)
Anzahl Einflulknoten

Anzahl Richtungen der Quelleinspeisung
Geschétzte Anzahl aktiver Quellen bei der scharfen inversen
Quellsuche



s
SA
SA-COF

SA-TSVD

g

o7 ==ty
Si

SN

<y >

< f,9>v
H™(SQ)

Hy,
Hl

[ lm
A1l
- llor

"’m

Anzahl der MeBlabnehmer (EEG/MEG)
Magnetoencephalographie

Landau-Symbol: f(x) = O(g(x)), falls |f(z)| < const |g(z)|
Ohne Normalenconstraint (ohne anatomische Voriiberlegung)
Kreisfrequenz

Gebiet des Volumenleiters Kopf

i-te Schicht im Mehrschichtmodell

Abschluf3 der Schicht €);

Gebiet des aktivierten Neuronenverbands (Zylinder)

Anzahl Schichten des schichtweise homogenen Volumenleiters

Projektion auf R(A)

partielle Ableitung 0/0z;

partielle Ableitung der Ordnung «

Elektrisches Potential

Ritz-Galerkin-Lésung im Raum V,

Koeffizientenvektor von ®" bzgl. der Basis {hi,...,h,}
Magnetischer Fluf3

Orthogonale Matrix

Menge der reellen Zahlen

{geY :3 fe X mit Af =g}

Orthogonale Komplement von R(A)

Radius der Oberflache I';

Elektrische Ladungsdichte

Spektralradius der Matrix A

Rotation des Vektorfeldes A

Vektor der Quellstirken

= E*v Losung minimaler Norm bei unverrauschten Daten
Berechnete Quellstirken bei verrauschten Mefldaten

= ETv¢ Losung minimaler Norm bei verrauschten Daten
Simulated Annealing

Simulated Annealing in Kombination mit kompletter orthogonaler
Faktorisierung (ohne Regularisierung)

Simulated Annealing in Kombination mit abgeschnittener
Singuldrwertzerlegung (mit Regularisierung)

Elektrische Leitfahigkeit

Leitfdhigkeit der i-ten Schicht im Mehrschichtmodell
i-ter Singuldrwert

Signal-Rausch-Verhéltnis

Duale Paarung (Skalarprodukt)

Sasn < f,vn >< g,v, >, Skalarprodukt in X,
Sobolevraum von Lo-Funktionen mit quadrat-integrierbaren
Ableitungen bis zur Ordnung m

{ve HY(Q), [ovdQ =0}

Dualraum zu H

Sobolevnorm der Ordnung m

(s < fron > |2)1/2, Norm in X,

Lo-Norm auf I’

Sobolevseminorm der Ordnung m
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span{hy, ..

SQUIDS
|| {lzee

AINOAING D, VIERAIOMTINGS Dy VERVW ERINDE LN O Y VIDULLY

., hy } Erzeugnis von {hq,..., h,}

Superconducting QUantum Interference DeviceS
Suprenumsnorm

Tesla, Einheit der magnetischen Induktion, 1T:1$
Triangulation von €2

i-tes finites Element der Triangulation von 2
Regularisierung von A* mit Regularisierungsparameter
Trager der Funktion f

Truncated Singular Value Decomposition

Bei der Singuldrwertzerlegung entstehende orthogonale
Matrix aus R™*™

i-ter Eigenvektor von AA*

i-ter Eigenvektor von EE'

Leiterschleife beim MEG

Vektor der unverrauschten Potential- und Fluflwerte an den Meflabnehmern

= v + Av Vektor der verrauschten Potential- und
FluBBwerte an den Me3abnehmern

Rauschen in den Mef3daten

i-ter Eigenvektor von A*A

i-ter Eigenvektor von E"E

Bei der Singuldrwertzerlegung entstehende orthogonale
Matrix aus R™*"

Variationsaufgabe

n-dimensionale Teilraum des Raums V'

— R((A*A)/?), Prihilbertskala
Kollokationspunkt m
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