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1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

Die Elektroencephalographie (EEG) ist eine nichtinvasive Methode zur Messung der elek-
trischen Aktivitat des Gehirns. Anwendung findet dieses Verfahren in der klinischen Dia-
gnose neuronaler Erkrankungen und in der Hirnforschung. Beispielsweise hilft das EEG
beim Erkennen von Epilepsien. Die physikalische Grundlage des EEG bildet der Ionen-
transport im Inneren der Nervenzellen des Gehirns. Die Verschiebungen dieser elektri-
schen Ladungen verursachen elektromagnetische Felder, die sich durch das Kopfgewebe
und den Schédel bis hin zur Kopfoberfliche fortpflanzen. Mithilfe an der Kopfhaut ange-
brachter Elektroden konnen dann raumliche Differenzen und zeitliche Schwankungen des
elektrischen Potentials gemessen werden. Der Psychiater Hans Berger leitete 1924 erst-
mals solche elektrischen Strome an der Oberfliche des Kopfes ab und erfand damit das
EEG, siehe dazu Berger [7]. Seit dem wurde es standig weiterentwickelt. Was zunéchst mit
wenigen Elektroden begann, wird heutzutage durch moderne EEG-Kappen mit hunderten
Elektroden bewerkstelligt. Mit der technischen Entwicklung ging jedoch auch ein Fort-
schritt der Datenauswertung einher. Zunichst konnten nur fachkundige Arzte ein EEG
visuell interpretieren. Fir ein gutes Resultat ist dabei jedoch viel Erfahrung notwen-
dig. Daher war und ist man an zuverldssigeren Methoden der EEG-Analyse interessiert.
Die gemessenen Potentialdifferenzen stellen nur eine Wirkung der eigentlichen neuronalen
Aktivitat des Gehirns dar. Deshalb hat man sich mit der mathematischen Analyse des
zugrunde liegenden inversen Problems befasst [16,22]. Die dabei gewonnen Erkenntnis-
se fithrten dann zur Entwicklung automatisierter Quellrekonstruktionsverfahren. Um mit
diesen Verfahren Riickschliisse auf die Aktivitat im Inneren des Gehirns ziehen zu kénnen,
muss das zugehorige Vorwartsproblem gelost werden. Dabei wird eine bestimmte elektri-
sche Aktivitdt angenommen und dann berechnet, was das EEG in diesem Fall messen
wiirde. Ein Optimierungsalgorithmus passt dann iterativ die angenommene elektrische
Aktivitdt an, bis die simulierten EEG-Daten und die tatsachlich gemessenen hinreichend
gut iibereinstimmen. In jedem Iterationsschritt muss dabei ein Vorwartsproblem gelost
werden. Doch woher stammt die zugehorige mathematische Gleichung? Die physikalische
Grundlage des Vorwértsproblems sind die quasistatischen Maxwell-Gleichungen, da sie
die elektromagnetischen Zusammenhinge beschreiben. Uber geeignete Umformungen er-
halt man aus ihnen eine elliptische partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. Diese
wird dann als Vorwértsmodell bezeichnet. Da das Vorwéartsmodell nur fiir das sehr sim-
ple Kugelmodell des Kopfes exakt gelost werden kann (siehe dazu deMunck [10]), man

aber an realistischen Kopfmodellen interessiert ist, miissen zur Losung der mathemati-
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schen Gleichung numerische Verfahren, wie Finite Differenzen-, Finite Elemente- oder
Randelemente-Verfahren eingesetzt werden [13]. Standard in der Anwendung sind derzeit
die Randelemente-Verfahren. Dabei werden die Oberflache des Kopfmodells und sémtliche
Grenzflachen zwischen den unterschiedlichen Geweben im Inneren durch Dreieckselemen-
te diskretisiert. Auf diesem Netz wird dann eine zur Differentialgleichung &dquivalente
Integralgleichung gelost. Ein Nachteil dabei ist jedoch, dass eine addquate Modellierung
der Nervenbahnen durch eine anisotrope elektrische Leitfahigkeit unmoglich ist. Diesen
Mangel behebt die Finite-Elemente-Methode. Dadurch, dass das gesamte Volumen in
Elemente zerlegt wird, ist es moglich, jedem Element eine individuelle Leitfahigkeit zu-
zuweisen, die auch anisotrop sein darf. So kann dann die Differentialgleichung fiir ein
realistisches Kopfmodell gelost werden. Die Geometrie des Kopfes und die elektrischen
Leitfahigkeiten konnen dafiir aus Patienten-individuellen Magnetresonanztomographien
verschiedener Aufnahmesequenzen entnommen werden und im Kopfmodell berticksich-
tigt werden. Eine besondere Herausforderung an das FE-Verfahren stellen allerdings die
Spriinge der Leitfdhigkeiten an den Materialgrenzen dar. Je naher ein Dipol an eine solche
Unstetigkeit heranriickt, desto schlechter fallt die Gitter-Konvergenz des Verfahrens aus,
was sich in erhohten numerischen Fehlern duflert. Diesem Umstand widmet sich die vorlie-
gende Arbeit. Bisherige FE-Ansétze befassten sich lediglich mit Ansatzfunktionen ersten
Grades. Wir zeigen durch Studien an Kugelmodellen, dass durch Verwendung hohergradi-
ger Ansatzfunktionen diese Konvergenz signifikant verbessert werden kann. Ein weiterer
Punkt dieser Arbeit stellt die Verwendung eines alternativen Kopfmodells dar. Durch eine
Transformation kann erreicht werden, dass die Leitfahigkeitsspriinge in Normalenrichtung
entlang der Grenzflachen beseitigt werden konnen, was eine erhohte Regularitat der Lo-
sung zur Folge hat. Deren Auswirkung auf die numerischen Fehler wird in einer weiteren

Kugelstudie untersucht.

Gegliedert ist diese Arbeit wie folgt. Nach dieser Einleitung folgt im zweiten Kapitel zu-
nachst eine Erlduterung der Physiologie der Nervenzelle, auf die sich die Methode der Elek-
troencephalographie stiitzt. Darauf aufbauend wird die physikalische Modellierung der fiir
das EEG relevanten Effekte vorgenommen und der numerische Subtraktionsansatz zur Lo-
sung der Modellgleichung erklart. Kapitel drei beschreibt die notwendigen Konzepte fiir
den Einsatz hohergradiger Ansatzfunktionen im Rahmen der Finite-Elemente-Methode.
Diese Ansétze werden in Kapitel vier in einer Kugelstudie validiert. Es schliefit sich ein
Kapitel iiber einen neuartigen Deformationsansatz zur Glattung der Leitfdhigkeiten an,

welcher schliefflich in Kapitel sechs validiert wird. Das letzte Kapitel fasst diese Arbeit
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zusammen und gibt einen Ausblick auf ein mogliches weiteres Vorgehen.
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2 Das EEG-Vorwartsproblem

In diesem Kapitel werden zunéachst die physiologischen Grundlagen der Signalentstehung
des EEG erlautert. Anschlieend wird, ausgehend von den Maxwellgleichungen, das in der
Einleitung erwahnte Vorwértsmodell hergeleitet, indem zunéchst eine quasistatische Ap-
proximation durchgefithrt wird, die letztendlich die Potentialgleichung der Elektrostatik

liefert.

2.1 Signalentstehung des EEG

Die Ursache fiir die Potentialdifferenzen, welche mittels EEG detektierbar sind, ist die
elektrische Aktivitdt des Gehirns. Durch die Sinne, erhéilt das Gehirn Reize von auflen,
verarbeitet diese Informationen, speichert sie als Erinnerungen ab und sendet Signale an
die Muskeln. Die funktionale Grundeinheit bildet dabei die Nervenzelle. Wilhelm Waldey-
er pragte dafir den Begriff des Neurons [28]. Im menschlichen Gehirn tauschen hunderte
von Milliarden komplex verschalteter Neuronen gegenseitig Informationen aus und er-
zeugen damit im EEG ablesbare, charakteristische Muster der Hirnaktivitat. In diesem
Kapitel soll die Funktionsweise des Neurons und die damit verbundene Signalentstehung
des EEG beschrieben werden. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung der Physiologie des Ner-

vensystems siehe [23].

Grob gegliedert, besteht ein Neuron aus drei Teilen, dem Zellkérper, den Dendriten und
seinem Axon (Abb. 2.1). Uber die Dendriten erhilt das Neuron elektrische Signale ande-
rer Nervenzellen. Die Koppelung findet dabei auf chemischem Wege tiber die Synapsen
statt. Eine elektrische Erregung veranlasst eine Synapse dazu, Botenstoffe auszuschiitten,
welche von Rezeptoren des anliegenden Dendriten aufgenommen werden. Dadurch kommt
es zu einem lonentransport durch die Zellmembran des Dendriten, was eine kurzfristige
Potentialinderung zur Folge hat. Diese lokale Anderung des elektrischen Potentials im
Dendrit pflanzt sich dann iiber seine gesamte Lénge bis hin zum Zellkorper des Neu-
rons fort. Da ein Neuron aber moglicherweise iiber sehr viele Dendriten verfiigt, werden
all deren ankommenden Signale hier als Gesamtpotential aufsummiert. Kommt es dabei
zum Uberschreiten eines gewissen Schwellwertes, dem Aktionspotential, werden auch hier
lonenkanéle geoffnet und Ionen stromen in die Zelle ein. Die daraus resultierende Po-

tentialanderung pflanzt sich dann iiber das Axon zu den daran gekoppelten Zellen fort.
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Abbildung 2.1: Links: Motoneuron mit seinen Hauptbestandteilen. Quelle: Gemeinfrei
veroffentlicht auf Wikimedia Commons als File:Neuronb.jpg. Rechts: Neuronen der Grof3-
hirnrinde mit Pyramidenzellen. Quelle: Gemeinfrei veroffentlicht auf Wikimedia Commons
als File:Gray754.png.

Auf diesem Wege wird es durch das Auslosen weiterer Aktionspotentiale im Axon immmer
wieder verstarkt. Die Weiterleitung der Erregung lauft daher im Axon sehr schnell ab und
ist von quadrupolarar Ordnung [21]. Das heifit, dass die elektrische Feldstérke in der Ent-
fernung R vom Axon um den Faktor 1/R3 herabgesetzt ist. An den Elektroden ist daher,
wegen der Schwache der Amplitude und wegen der begrenzten zeitlichen Auflésung des
EEG, kein Signal der axonalen Erregung detektierbar. Was als Kurve im EEG sichtbar ist,
ist eine Erregung der Dendriten, welche sich dipolar verhalt und daher nur mit dem Fak-
tor 1/R? abfillt. An den Elektroden wird damit fiir eine Messung noch eine ausreichende
Amplitude erreicht. Auch auf der zeitlichen Skala spielt sich dieser Vorgang im messbaren
Bereich von 10-20ms ab. Die Erregung eines einzelnen Dendriten ware allerdings nicht zu
messen. Die tatsachlich gemessenen EEG-Signale stammen aus einer synchronen Erregung
von ganzen Verbdanden von Neuronen der Grofhirnrinde. In der Grofhirnrinde befindet
sich namlich eine Schicht hauptsachlich parallel ausgerichteter Neuronen, welche unterein-
ander eng verkniipft sind und Pyramidenzellen genannt werden (Abb. 2.1). Diese Zellen
erzeugen bei gleichzeitiger Aktivierung eines kleinen zusammenhéangenden Bereiches ein

vom EEG messbares elektrisches Signal.
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2.2 Quasistatische Approximation

Da der menschliche Kopf mit seiner Aktivitidt der Nervenzellen ein elektromagnetisches
System bildet, liefern die 1864 von James Clerk Maxwell [17] angegebenen Grundglei-
chungen der Elektrodynamik ein geeignetes Ausgangsmodell. Es handelt sich dabei um
ein gekoppeltes System partieller Differentialgleichungen erster Ordnung, welches den Zu-
sammenhang zwischen elektrischen und magnetischen Feldern beschreibt. Das Gleichungs-

system lautet

p
2.1 B =
( ) v 67"60’
(2.2) V-B=0,
0B
. or
(2.4) V X B = pupj + Ho€olr 7

wobei I/ und B die elektrische Feldstarke und die magnetische Flussdichte darstellen.
Weiter beschreiben p und j die elektrische Ladungs- und Stromdichte, ¢y und g die

elektrische und magnetische Feldkonstante, sowie €, die relative Permittivitéat.

Als nachstes wird mit der quasistatischen Approximation gezeigt, dass die zeitliche Koppe-
lung fiir die Anwendung auf das EEG-Problem vernachlissigt werden kann. Dabei halten
wir uns an Hamaldinen [12]. Zunéchst kann die Stromdichte in Gleichung (2.4) mithilfe
der elektrischen Leitfahigkeit o ausgedriickt werden durch j = o F. Da das elektrische
Feld Fourier-transformierbar ist, darf eine harmonische Zeitabhangigkeit von E fiir eine
feste Kreisfrequenz w angenommen werden. Das heifit, F(t) = Epe™'. Zusammen mit
(2.4) folgt dann

V X B = poo & + poegeriw
(2.5) = (,lLoO' + ,uoeoeriw)E
= oo (1 + eoerw) E.

o

Typische EEG-Signale bewegen sich in einem Frequenzband von 0.5 — 70 Hz. Mit einiger
Sicherheit kénnen daher die fiir das Problem relevanten Frequenzen durch f = w/27 <
100 Hz nach oben abgeschatzt werden. Setzt man weiter fiir die Leitfahigkeit einen ty-

pischen Wert von & = 0.3 S/m und ¢, = 105, so folgt fiir den letzten Summanden in
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Gleichung (2.5), €ew/o ~ 21072 < 1. Somit kann die Zeitableitung in (2.4) ohne
groflen Fehler vernachlassigt werden. Mit Gleichung (2.3) folgt weiter

VxVxE:—an—B
ot
0
= —\Ho0 T Ho€o€ri ot

= (i — o) E
Losungen dieser Gleichung haben eine charakteristische Wellenlédnge von
Ae = |pooriw — uoeoerw2|_1/2 ~ 65 m.

Weil das sehr viel grofler als ein menschlicher Kopf ist, kann in (2.3) auch der Term
0B/0t vernachlassigt werden. Damit erhalten wir die quasistatische Approximation der

Maxwell-Gleichungen

p
2. B =

(2. vop-L,
(2.7) V-B=0,
(2.8) VxE=0,

Fiir dieses Gleichungssystem kann jeder Zeitpunkt unabhéngig betrachtet werden.

2.3 Herleitung der Potentialgleichung

Da mit der quasistatischen Approximation das elektrische Feld rotationsfrei ist, kann tiber
E = —Vu ein elektrisches Potential definiert werden. Weiter teilen wir die Stromdichte,
geméfl j = jP + o F, in zwei Teile auf. Dabei stellt jP den elektrischen Strom innerhalb
der Nervenzellen dar. 57 steht also unmittelbar in Verbindung mit der Aktivitit des Ge-
hirns und wird daher auch als Primérstrom bezeichnet. Der zweite Term o F stellt die
resultierenden passiven Riickfliisse dar und heiit deshalb Sekundarstrom. Nutzt man das

eben definierte Potential, so kann der Strom ausgedriickt werden durch j = j» — oVu.
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Setzen wir dies in (2.9) ein und wenden die Divergenz an, so folgt fiir alle z € 2

0=V-V x B(z)
= V- (§°(x) — o(x)Vu(z))
=V .j’(x) = V- (o(x)Vu(z))

Fiir diese Differentialgleichung benotigen wir noch eine passende Randbedingung. Diese
erhalten wir durch die Flussbedingung des elektrischen Stroms. Da die den Kopf umge-
bende Luft als Isolator angesehen werden kann, darf keine Ladung den Kopf verlassen.
Dies konnen wir als Randbedingung formulieren und damit das Randwertproblem der

Elektrostatik angeben:

V- (o(x)Vu(x)) =V - j*(x) Vo €
(2.10) oVu(z) - n(z) =0 Vo € 012
/ u(z) d92(z) = 0

Die Mittelwertbedingung dient dazu, das Potential auf einem Niveau zu fixieren, da sonst
keine eindeutige Losung erwartet werden kann. Geldst werden soll das System (2.10) auf
einem Gebiet 2 C R3, welches den menschlichen Schidel reprisentiert und daher aus
mehreren Teilgebieten zusammengesetzt ist, die die einzelnen Gewebebereiche im Kopf
(Gehirn, Liquor, Schidel, Haut) darstellen. D.h. 2 = W, £2;. Zu beachten ist dabei,
dass die Gleichung keine klassische Losung u € C2(£2) N C(£2) besitzen kann, da die
Leitfahigkeit an den Gewebegrenzen Qiﬂ_@j Spriinge aufweist. Das Potential ist zwar stetig
an diesen Grenzen, doch dessen Gradient muss die Spriinge ausgleichen, um einen stetigen
Fluss zu garantieren. Die Isoflichen des Potentials weisen also an den Gewebegrenzen
einen Knick auf. Somit kann Vwu nicht stetig sein, was die Existenz einer klassischen

Losung ausschlieBt. Sinn macht es somit nur nach schwachen Losungen u € H} () :=

{u e HY ()| [,u(x) d2(z) = 0} zu suchen.

2.4 Der Stromdipol

Offen ist bis jetzt noch, wie die Stromdichte j7 auf der rechten Seite der Differentialglei-
chung zu wéhlen ist. Das soll hier geklart werden. Fiir das inverse Verfahren der Quell-

rekonstruktion ist es vorteilhaft, rdumlich begrenzte elektrische Aktivitaten als Losungen
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verwenden zu konnen. Ein Beispiel bei dem dies sehr wichtig ist, ist das Lokalisieren fokaler
Epilepsien. Die dabei auftretenden elektrischen Felder verhalten sich in hinreichend grofler
Entfernung wie die eines Dipols. Daher bietet sich als mathematisches Modell fiir eine sol-
che lokal begrenzte Aktivitat im Hirn der Stromdipol an [12,22]. Er wird als Grenzwert
zweier sich einem gemeinsamen Ort zy € (2 ndhernden, gegensatzlichen Punktladungen
mit Ladung +p definiert, wobei das Dipolmoment

M= 1im [ @(pbogis(@) = pduy-s(2)) d2(x) = lim pe

e—0
pP—00 pP—00

konstant gehalten wird. Wir schreiben dann die Stromdichte eines Dipols mithilfe des

Dirac-Mafles als
JP(x) = Méy,(z).

Mit dieser Definition der Stromdichte kommt ein zusétzliches Regularititsproblem hinzu.
Eine eindeutige schwache Losung von (2.10) in H(§2), existiert nur, wenn 9/0x; j?(x) €
L2(02), aber es gilt 6,,(z) € H3/27¢ Ve > 0, vgl. [27]. Die klassische Formulierung (2.10)
kann somit nicht als wohlgestellt aufgefasst werden. Um dieses Problem zu umgehen,
definieren wir im néachsten Abschnitt direkt eine schwache Form der Differntialgleichung

und teilen deren Losung in zwei Teile auf.

2.5 Der Subtraktionsansatz

Der Subtraktionsansatz geht mit der durch den Dipol hervorgerufenen Singularitat auf
analytische Weise um. Er besteht darin, das elektrische Potential in zwei Teile zu zerle-
gen. Der erste Teil beschreibt das Potential, welches durch den Dipol in einem homogenen
unendlichen Leiter hervorgerufen wird. Dieses wird analytisch berechnet. Der zweite Teil
ist ein Korrekturpotential, welches die tatsachliche Geometrie und die Leitfahigkeiten be-
riicksichtigt. Dieser Teil wird numerisch berechnet. Die Summe der beiden Potentiale ist
dann die gesuchte Losung des Vorwértsproblems (2.10). Bei der Darstellung des Subtrak-

tionsansatzes beziehen wir uns auf [11,29].
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Wir treffen folgende Annahme fiir die Leitfahigkeit.

Definition 2.1. (Homogenitdit im Quellbereich)
In einem kleinen Bereich rund um den Dipol sei die elektrische Leitfahigkeit o homogen,
das heifit

(2.11) 0(x) = 0 := o(x0) Vo € B(x0)

fur ein e > 0.

Mithilfe der neu eingefiihrten Leitfahigkeit o ., konnen wir jetzt eine Korrekturleitfdhigkeit
(2.12) Ocon(T) :=0(2) — 0.
definieren. Analog dazu teilen wir das Potential geméafl
(2.13) Ucorr () = U(T) — Uoo(T)
in die beiden oben erwidhnten Teile auf, wobei u,, die Losung der Gleichung
V(0 Vius(x)) =V - 57 in R?

darstellt. Nach [29] ist diese fiir einen allgemeinen anisotropen Leitfdhigkeitstensor o :
R3 — R3 durch

T A
- 4ry/det o (o (@ — ), (x — x0))3/?

gegeben. Fir Vu.,(x) existiert ebenfalls ein analytischer Ausdruck [29]. Betrachtet man

Uoo (), s0 sieht man, dass die Funktion fiir ein beliebiges € > 0 in R\ B.(z,) glatt ist. In z
liegt jedoch eine Singularitat vor. Man kann zeigen, dass aufgrund der Singularitat weder
Uso(z) € HY(£2), noch uy(z) € L*(02) gilt [11]. Zumindest gilt jedoch us(z) € LY($2).
Diese Eigenschaft reicht fiir die folgende Definition.
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Definition 2.2. (Schwache Formulierung)
Suche eine Funktion u : £2 — R3, so dass

- / o (2)Vu(z) - Vo(z) d2(z / oo Vit () - V() d2(z)
(2.14) “
+ / oo Vit () - n(z)v(z) d002(z)

(2.15) / (@) dQ(z) = 0

2

fiir alle v € H*($2) gilt.

Unklar ist dabei, in welchem Funktionenraum eine solche Funktion u liegen soll. Um
dieses Problem zu losen, fithren wir den Subtraktionsansatz mithilfe des oben definierten
Korrekturpotentials ein. Dazu formen wir mit (2.12) und (2.13) zunéchst das Integral auf

der linken Seite der schwachen Formulierung (2.14) um.

/ o (2)Vu(z) - Vo(z) dQ(z) = / (2) Vs (2) - V() ()
Q + / ) Vitgons () - V() d02(z)
- ! 0 oo () Voo () - V() dQ2(z)
+ / G eone(2) Voo () - V() d2(z)

+ / ) Viteone () - V() d2(x)

Setzen wir dies in (2.14) ein und sortieren die Terme um, so erhalten wir

Folgerung 2.1. (Subtraktionsansatz)
Suche teorr € HY($2), so dass

- / ) Viteon () - Vo(z) d€2(z / G come () Voo () - Voo () d02(z)

(2.16)
+ / oo Vitoo () - n(x)0(z) dO02()
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(2.17) / teom () AQ(2) = — / o) AQ2(2)

o
fiir alle v e H*(2) gilt.

Die letzte Gleichung folgt aus (2.15) und garantiert die Bedingung u € H!(§2). Da die
Korrekturleitfahigkeit aufgrund der Homogenitat im Quellbereich fir alle x € B () ver-
schwindet, enthalt das Volumenintegral auf der rechten Seite von (2.16) keine Singularitét

mehr. Fur das Funktional

l: H'Y(02) = R;
v = !acorr(a:)Vuoo(:c) - Vo(z) dQ2(z) +aé 0o Vi (x) - n(z)v(z) dOf2(x)

auf der rechten Seite, gilt somit [ € H~(f2). Dadurch ist die Aufgabe, eine Losung
Ueorr € H'(£2) zu suchen, wohlgestellt. Es gilt sogar folgender Satz.

Satz 2.1. (Ezistenz und Eindeutigkeit)
Sei 2 kompakt und stiickweise glatt berandet. Dann besitzt die Gleichung des Subtrakti-

onsansatzes genau eine LOsung teo, € HY($2).

Beweis. Siehe [29]. O

2.6 Die analytische Losung

Zu Validierungszwecken werden héufig Multischalen-Kugelmodelle verwendet, da fiir diese
Geometrie eine analytische Losung fiir Gleichung (2.10) zur Verfiigung steht. Wir verwen-
den eine als Potenzreihe gegebene Losung von de Munck [10]. Das Potential an einer
Elektrode am Ort y € 042 fiir einen Dipol Md,, kann demnach durch folgende Formel

berechnet werden.



2 DAS EEG-VORWARTSPROBLEM 13

1 S S S
uM,xo(y) = E <M7 yy_O +x Zo (x_l - COSW$nyO>>

0 0
F, A
25 (1 — 2A cosw,, ,, + A2)3

1 X
(2.18) +— > [@n+ D Ru(a5,y") — FoA"] P (coswyy,y)
0 n=1
A

Si = 3
(1 — 2A coswy, , + A?)2

Z [(2n + 1)R](x(,y") — FinA"|P,(coswy, 4)

Dabei bezeichnen z{ und y" die Radien von x¢ und y. Durch w,, , ist der Winkel zwischen
xo und y gegeben und P, bezeichnet die Legendre-Polynome. F; und A werden ausfithrlich
in [10] definiert.
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3 P,-Finite-Elemente-Ansatze

Dieser Abschnitt erklart hohergradige Lagrange-Finite-Elemente-Anséatze, welche zur nu-
merischen Approximation des oben beschriebenen EEG-Vorwartsproblems genutzt wer-
den sollen. Abgesehen von Tests mit quadratischen Ansatzfunktionen fiir einzelne Dipole
in [26], wurde das Losen des EEG-Vorwértsproblems nur mit linearen Ansatzfunktio-
nen genauer untersucht. Wir fithren im néchsten Abschnitt eine ausgiebige Studie mit
einer statistischen Fehleranalyse fiir quadratische und kubische Ansatzfunktionen durch.
Die Idee bei hohergradigen Polynomen als Ansatzfunktionen ist, durch eine bessere Ap-
proximation der analytischen Losung ueo, € H'(£2) von Gleichung (2.16) eine héhere

Konvergenzrate zu erzielen. Bei den folgenden Definitionen halten wir uns an [20].

Wir beginnen direkt mit den zentralen Dingen und setzen Begriffe wie Triangulierung,
baryzentrische Koordinaten usw. voraus. Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung verweisen
wir auf [20].

Definition 3.1. (Gitter k-ter Ordnung)

Sei T C R3 ein Tetraeder, ag, ..., as dessen Ecken und k,m € N. Dann heifst

i=3
Gp(T) = {x =Y Nai| A € {%\ m = 0,...,k}, 0< A, D N = 1}
i=0

das Gitter k-ter Ordnung auf T

Die Gesamtheit der Gitter k-ter Ordnung aller Tetraeder einer Triangulierung 7, definiert,
wie wir in der folgenden Definition sehen werden, die Freiheitsgrade (Degrees of Freedom

oder DoF) des Ansatzraumes Sy.

Definition 3.2. (Lagrange Finite Elemente Raum SF)

(i) Sei 2 C R3, k € N und T;, eine zulissige Triangulierung von 2. Dann heifit
S;l: = {Uh € CO(Q)| Uh|T € ]Pk(T),T € 771}

der Lagrange Finite-Elemente-Raum der Ordnung k.
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(ii) Das Lagrange-Gitter k-ter Ordnung ist definiert als

Gu(Th) = | Gi(T)

T€Th

(i%i) Durch die Werte an den Punkten T; € Gy(T},) ist jede Funktion v, € Sf offenbar
eindeutig festgelegt. Deshalb definiert

gbi € S]]z, sz(fj) = 5ija Za] =1, 7#Gk(7;l)

eine Basis von SY.

G1(T) Go(T) Gs(T)

Abbildung 3.1: Gitter der Ordnungen 1,2,3 eines Tetraeders.

Fir unsere Zwecke sind lineare, quadratische und kubische Ansatzfunktionen interessant.
Den Polynomgrad weiter zu erhohen, wiirde, wie wir spater sehen, die Rechenzeiten un-
verhéltnisméflig steigern. Die Abbildung 3.1 zeigt die Anordnung der Freiheitsgrade in

einem Tetraeder fir diese drei Ansatze.

Unter Verwendung von S¥ als Ansatz- und Testraum und der Triangulierung 7y, schreiben

wir jetzt Gleichung (2.16) als

=3 o [ o@)Vei(a) - Vo, (2) d(x)

31) = [ (@) Vusle) - Vy(2) d2(a) ¥j =1, ....dim(S)

+ / oV () - n(x)d;(z) HQ(z).
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Durch die hohere Regularitat von S7 und Sp gegeniiber S}, kann eine bessere Konvergenz
beim numerischen Losen der Differentialgleichung erwartet werden. Das soll im folgenden

Abschnitt in einer Studie untersucht werden.
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Abbildung 4.1: Schnitt durch das feine Rechennetz (tet519K) des vierschichtigen Kopf-
modells. Die Elektroden sind griin geférbt. Die anderen Farben reprasentieren die unter-
schiedlichen Gewebetypen.

4 Validierung hohergradiger P,-Ansatze

In diesem Kapitel soll der Einsatz von hohergradigen P,-Ansatzfunktionen zur Losung
des EEG-Vorwértsproblems hinsichtlich Akkuratesse und Rechenzeit untersucht werden.
Um die numerischen Ergebnisse mit der analytischen Referenzlosung (2.18) vergleichen

zu kénnen, nutzen wir fiir diese Studie das Multischalen-Kugelmodell.

4.1 Kopfmodell

Die Simulationen und die anschlieende Validierung fiihren wir an einem 4-schichtigen
Kopfmodell mit zwei unterschiedlich feinen Diskretisierung durch. Es handelt sich dabei
um zwei Tetraedernetze, die sich im wesentlichen in der Netzfeinheit der drei dufleren
Schalen unterscheiden. In diesen Modellen werden die vier Gewebebereiche Gehirn, Li-
quor, Schiadel und Haut beriicksichtigt. Eine Parametrisierung des Modells zeigt Tabelle
4.1.
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Abbildung 4.2: Links: Detailansicht des grobe Rechennetzes (tet64K). Rechts: Detailan-
sicht des feinen Rechennetzes (tet519K). Die Farben reprasentieren die unterschiedlichen
Gewebetypen.

Gewebetyp Radius [mm] Leitfahigkeit [S/m]

Gehirn 78 0.33
Liquor 80 1.79
Schadel 86 0.0042
Haut 92 0.33

Tabelle 4.1: Parametrisierung des 4-Schalen-Kugelmodells

Um die Netze zu erstellen, wurden zunéchst die vier Oberflichen der einzelnen Gewebebe-
reiche durch Dreiecksnetze approximiert. Anschliefend wurden die Teilvolumina durch den
Gittergenerator TetGen [24] mithilfe der Oberflichennetze in Tetraeder zerlegt. TetGen
basiert auf dem Delaunay-Algorithmus, dem ein Qualitdts- und ein Volumen-Parameter
fiir das Netz iibergeben werden kann. Eine Ansicht des feinen Netzes zeigt Abb. 4.1. In
der Detailansicht in Abb. 4.2 ist die unterschiedliche Giite der beiden Diskretisierungen
zu erkennen. Das feine Gitter ist aus der Arbeit von Vorwerk [27] tibernommen. Das
grobe Gitter wurde mithilfe des Volumen-Parameters so konstruiert, dass die Anzahl der
Freiheitsgrade fiir Py-Ansatz-Funktionen im groben Gitter in etwa derer fiir P;-Ansatz-

Funktionen im feinen Gitter entspricht, vgl. dazu Tabelle 6.2. Diese Vorgehensweise er-
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moglicht es, die Effekte der unterschiedlichen Ansatzfunktionen in verschiedenen Netzen

direkt vergleichen zu konnen.

Rechennetz #Knoten #Elemente #DoF P, #DoF P, #DoF P;

tet64K 64.060 371.947 64.060 507.956 1.703.636
tetb19K 518.730 3.159.575 518.730  4.232.665 ——

Tabelle 4.2: Daten der Rechennetze (tet64K) und (tet519K) fiir die Validierung

4.2 Dipole

Fir die Studie im Kugelmodell wurden zur Validierung radiale und tangentiale Dipole
verwendet. In [27] wurde gezeigt, dass die ermittelten numerischen Fehler sehr von der
lokalen Netzgeometrie abhingen. Um diese lokalen Abhéangigkeiten zu vermeiden, wurden
fiir 15 logarithmisch gesetzte Exzentrizitaten zwischen 0.3 und 0.995 jeweils 25 Dipole in
radialer und tangentialer Orientierung zuféllig in der Kugel verteilt. Die Exzentrizitét
bezeichnet dabei den relativen Radius des Dipols in Bezug auf den Radius des Gehirns.
Sie ist folglich definiert als

r

o r
Exzentrizitat = = .
T Gehirn 78mm

Die daraus gewonnen Ergebnisse konnen so einer statistischen Analyse unterzogen werden,

um die auftretenden numerischen Fehler zuverléssig identifizieren zu konnen.

4.3 Fehlermafle

Fiir den Vergleich zweier Losungen des Vorwartsproblems bieten sich verschiedene Feh-
lermafle an. Zur Verfiigung stehen dafiir prinzipiell die Werte an allen Punkten y € (2 mit
y" > xf, vergleiche Gleichung (2.18). Da man aber hinsichtlich der Lésung des inversen
Problems nur an einer moglichst guten Auswertung an den Elektrodenpositionen y; € 0f2
interessiert ist, schranken wir unsere Validierung auf diese Punkte ein. Fiir die nume-
rischen Tests wurde dazu eine moglichst gleichméfig verteilte Elektrodenkonfiguration
aus 222 Elektroden auf der Oberfliche des Kugelmodells erzeugt, sieche Abb. 4.1. Da das

Modell der Finite-Elemente-Simulation die tatséchliche Kugelgeometrie aber nur durch
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Tetraeder approximieren kann, liegen die Elektrodenpositionen im Allgemeinen auflerhalb
des numerischen Rechengitters. Um dieses Problem zu losen, wurden die Elektroden fiir
die Auswertung auf den nichstgelegenen Punkt im Rechengitter projiziert. Die Auswer-
tung und der Vergleich der numerischen Losung t,,,, mit der analytischen Referenzlosung
Uana findet somit an den Punkten y; := I_nelg |ly; — ;|| statt. Im Bereich der Quellanalyse
haben sich zwei besondere Fehlermafie thabliert. Der RDM-Fehler (Relative Difference
Measure) und der MAG-Fehler (Magnitude Error). Sie sind definiert durch die beiden
folgenden Ausdriicke.

U U
(41) RDM(unum”U/ana) = H nuim . ana
|| Unum ||2 || Uana ||2 2
(4.2) MAG (1, thany ) 1 At |12
| Uana [|2

Der RDM beschreibt den fiir die Quellenanalyse wichtigen Topologie-Fehler der Losung.
Er ist offenbar unabhéngig von den absoluten Werten der Losungen, da diese zunéchst
normiert werden. Der optimale Wert des RDM liegt bei 0. Nach oben ist er durch 2 be-
schrankt. Den Fehler in der absoluten Grofle der Losungswerte beschreibt der Magnituden-
Fehler MAG. Sein optimaler Wert liegt bei 1. Um den MAG in den Grafiken logarithmisch

darstellen zu konnen, verwenden wir ihn jedoch in seiner prozentualen Darstellung
MAG (%) = |1 — MAG] - 100%,

deren Optimum bei 0 liegt.

4.4 Implementierung

Zur Implementierung wurde das Open Source Framework DUNE [3-6,8,9] benutzt, wel-
ches eine nutzerfreundliche Schnittstelle zur Implementierung von Numerischen Algorith-

men zur Verfligung stellt.

DUNE besteht aus einer Reihe von einzelnen Modulen, deren Funktionalitiaten aufeinan-
der aufbauen. Die grundlegende Schnittstelle zum Arbeiten mit Gittern stellt das Modul
dune-grid dar. Verschiedene andere Module wie dune-common, dune-localfunctions und
dune-istl liefern allgemeine Funktionalitdt, Ansatzfunktionen und iterative Loser. Das
zentrale Modul fiir den Anwender ist jedoch dune-pdelab, was die gesamte Infrastruktur

zur Assemblierung der Steifigkeitsmatrix und des Residuums bereitstellt. In dune-pdelab
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muss der Nutzer die Differentialgleichung nur als lokalen Operator implementieren, wel-

cher die Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementbeitriage des Lastvektors assembliert.

Um die weitere Organisation der Daten und der Berechnung innerhalb des eigentlichen

Finite Elemente Programmes muss sich nicht gekiimmert werden. Ein weiterer Vorteil

den DUNE bietet, ist eine relativ einfache Moglichkeit der Parallelisierung mithilfe eines

MPI-Wrappers. Wir nutzen ihn fiir eine Parallelisierung mit OpenMPI. Im Folgenden soll

kurz der Programmablauf in den einzelnen Schritten skizziert werden.

Die Parameter fir die Simulation werden aus einer Datei eingelesen.

Uber die DUNE-eigene Schnittstelle DGF (DUNE Grid Format) werden das Gitter

und die Leitfahigkeiten eingelesen.

Ein Gebietszerlegungsverfahren der Bibliothek METIS [14] partitioniert das Gitter

fiir die parallele Berechnung.
Die Elektrodenpositionen werden aus einer Datei eingelesen.

Die Elektroden werden auf die Oberfliche des Rechenmodells projiziert und dem

jeweiligen Prozessor zugewiesen.

Die Dipole werden aus einer Datei eingelesen.

Der Raum der Ansatzfunktionen wird definiert.

Eine etwaige Deformation des Modells wird berechnet.

Die kiinstlichen Randbedingung an den Prozessorgrenzen werden bestimmt.
Die Referenzabbildung auf die einzelnen Elemente wird bestimmt.

Der lokale Operator wird angelegt.

Mithilfe des lokalen Operators wird ein globaler Grid Operator erzeugt.
Der Grid Operator assembliert die Steifigkeitsmatrix.

Fiir einen Dipol assembliert der Grid Operator das Residuum.

Ein CG-Loser fir eine nicht tiberlappende Gebietszerlegung mit SSORk Vorkondi-

tionierung lost das lineare Gleichungssystem.

Das Potential u,, wird zur Losung teer, hinzu addiert.
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e Mithilfe der analytischen Losung werden die Fehler RDM und MAG berechnet.

4.5 Hardwareplattform

Ausgefithrt wurden die Simulationen auf einem Rechencluster von Amazon Web Services
[2]. In Verbindung mit dem Interface StarCluster des MIT [25], kann dort auf einfache
Weise Hardware gemietet werden. Unsere Simulationen wurden auf einer Instanz mit einer

Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2680 v2 @ 2.80GHz und 60 GB RAM durchgefiithrt. Die CPU

besteht aus zehn physikalischen Kernen die insgesamt bis zu 32 Threads unterstiitzen.

4.6 Ergebnisse

Die Abbildungen (4.3)-(4.6) stellen die Ergebnisse der Vorwartssimulationen fir radiale
und tangentiale Dipole dar. Aufgetragen sind dabei die oben beschriebenen Fehler RDM
und MAG(%) als Boxplots fur die 15 verschiedenen Exzentrizitdten. Um die Fehler in allen
Groflenordnungen tibersichtlich darstellen zu kénnen, wurde eine doppelt-logarithmische
Skalierung gewéhlt. Die Ergebnisse zeigen fiir RDM und MAG(%) in beiden Modellen ge-
ringere Fehler bei zunehmendem Grad der Ansatzfunktionen. Die Grafiken verdeutlichen
auch die Abhéngigkeit der Fehler von der Gitterweite an der Grenze zwischen Gehirn und
Liquor. Diese liegt im groben Gitter bei 1.95mm und im feinen bei 1.56mm, vergleiche
dazu Abbildung (4.2). Liegen die Dipole innerhalb des duflersten Elementes des Gehirns,
wachsen die Fehler mit zunehmender Exzentrizitat stiarker an, als sie es im Inneren des Ge-
hirns tun. Dieses Verhalten ist dem Geometriefehler des Modells und der Unstetigkeit der
elektrischen Leitfihigkeit beim Ubergang vom Gehirn zum Liquor zuzurechnen. Sieht man
genauer auf die Zahlenwerte, erkennt man, dass beim Ubergang von P;- zu P,-Funktionen
der RDM mindestens um den Faktor 10 reduziert wird, solange das duflerste Element des
Gehirns nicht beriicksichtigt wird. Teilweise liegt die Verbesserung sogar deutlich dariiber.
Diese Fehlerreduktion wird allerdings mit einer lingeren Rechenzeit erkauft. Interessan-
ter, um den tatsdchlichen Vorteil hohergradiger Ansatzfunktionen auch hinsichtlich der
Rechenzeit zu untersuchen, ist der direkte Vergleich zwischen P;- und P»-Funktionen bei
gleicher Anzahl an Freiheitsgraden. Wie oben schon erwéhnt, wurde das grobe Gitter mit
der Vorgabe erzeugt, fiir P,-Funktionen in etwa so viele Freiheitsgrade aufzuweisen, wie
das feine Gitter fiir P-Funktionen. In dieser Konfiguration kann eine dhnliche Rechen-
zeit erwartet werden. Den direkten Vergleich des RDM zeigt Abbildung (4.7). Man sieht,
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dass die Simulation mit P,-Funktionen im groben Gitter im Vorteil ist, solange die Dipole
nicht im letzten Element vor dem Leitfahigkeitsprung liegen. Der RDM fiir P,-Funktionen
liegt in diesem Bereich knapp unter dem fiir P;-Funktionen. Die durch die erhohte Re-
gularitit der P,-Funktionen gewonnene Akkuratesse ist offenbar so groff, das selbst der
groflere Geometriefehler des groben Modells kompensiert wird und trotzdem noch klei-
nere Fehler als mit P;-Funktionen erzielt werden. Fiir hohere Exzentrizitdten tibersteigt
er allerdings die Fehler der P;-Losung im feinen Gitter, da sich dort der Geometriefehler
des groben Modells starker bemerkbar macht. Betrachten wir die Rechenzeiten in Tabelle
(4.3), so wird bestéatigt, dass diese Fehleranalyse auch bei konstanter Rechenzeit gilt. Sie
ist sogar mit 63.7s gegeniiber 65.9s etwas geringer, was aber auch an den etwas weniger

Freiheitsgraden liegen mag.

Um den Effekt der Parallelisierung beurteilen zu konnen, wurde zusétzlich ein Performance-
Studie durchgefiihrt. Fiir Gebietszerlegungen mit 2°, ..., 2° Teilgebieten und entsprechend
vielen Threads bei der Simulation, wurden die Rechenzeiten fiir jeweils zwolf Dipole be-
stimmt. Mithilfe der sequenziellen Rechenzeiten wurde dann der Speedup berechnet. Er ist
fiir die Teilaufgaben Assemblierung des Residuums und Losen des linearen Gleichungssys-
tems in Abbildung (4.8) aufgetragen. Man erkennt an den Graphen, dass der Speedup fiir
die Assemblierung des Residuums bis zu einer Anzahl von 16 Threads in allen Féllen sehr
nahe am Optimum liegt. Dies liegt daran, dass diese Aufgabe fiir jedes Element unabhéan-
gig ausgefithrt werden kann und keiner Kommunikation zwischen den einzelnen Prozessen
bedarf. Das Abknicken des Speedups fiir 32 Threads ist dadurch zu erkldren, dass fir die
Berechnung tatséichlich nur zehn physikalische Kerne zur Verfiigung standen. Womoglich
wird der beste Speedup auf der genutzten Plattform mit 20 Threads erzielt. Der Spee-
dup fiir das Losen des linearen Gleichungssystems féllt insgesamt deutlich geringer aus.
Er liegt fiir Pj-Funktionen und 16 Threads bei 6-7 und fiir P-Funktionen etwa bei 5. Im
Gegensatz zur Assemblierung des Residuums, miissen beim Losen der Gleichungen an den
Prozessorgrenzen Informationen tiber die Funktionswerte an den DoFs ausgetauscht wer-
den, was den geringeren Speedup erkléart. Bei Po-Funktionen gibt es aufgrund der hoheren
Anzahl an DoFs mehr Kommunikation, was sich in einem noch geringeren Speedup auflert.
Eine Moglichkeit den Effekt der Parallelisierung in Bezug auf das Losen des Gleichungs-
systems zu erhohen, ware auf einen anderen Loser umzusteigen. Mit einem AMG-Loser

(Algebraic Multi Grid) konnte die Performance moglicherweise weiter gesteigert werden.
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Abbildung 4.3: RDM fiir radiale Dipole, dargestellt durch Boxplots. Jede Box reprasentiert
25 Dipole. Die Boxen wurden zur besseren Darstellung seitlich verschoben. Die senkrechten
Linien des Gitters geben die tatséchliche Exzentrizitdat der Dipole wieder. Die Kurven

zeigen zusatzlich das arithmetische Mittel des RDM.



4  VALIDIERUNG HOHERGRADIGER Pyx-ANSATZE 25

le+02
Gitter: tet64K, Dipole: radial

? .; % : _-_ﬁ HW

Gitterweite h = 1.95mm

le+01

1le-00

[

le-01

MAG (%)

le-02

Gehirn
Liquor

1le-03

0.39mm

le-04

le-05-

| T L T | T
0.0 0.9 0.99 1.0
Exzentrizitat

le+02
Gitter: tet519k, Dipole: radial

@r. [P

le+01

1le-00

le-01

MAG (%)

le-02

1le-03

Gehirn
Liquor

le-04

??%H ,

Gitterweite h = 1.56mm

TN T I I M I Y I B A1V B A W RN I M W11 TR B I A1
]
s
HIH
; {
-

le-05

00 09 099 1.0
Exzentrizitat
Abbildung 4.4: MAG(%) fiir radiale Dipole, dargestellt durch Boxplots. Jede Box repré-
sentiert 25 Dipole. Die Boxen wurden zur besseren Darstellung seitlich verschoben. Die
senkrechten Linien des Gitters geben die tatséchliche Exzentrizitdat der Dipole wieder. Die
Kurven zeigen zusétzlich das arithmetische Mittel des MAG(%).



4  VALIDIERUNG HOHERGRADIGER Pyx-ANSATZE 26

1le-00
Gitter: tet64K, Dipole: tangential

@r. [P MPs

le-01

—

1le-02

1le-03

R
i

RDM
Lo L
rt
O
-y
——
——
— =
[ E—
\ g
“\
——
\
\
\\
—a———

Gehirn
Liquor

le-04

H 0.39mm
1e-05 - » , , - -

Gitterweite h = 1.95mm

=

it

o

[&]
|

| T L T | T
0.0 0.9 0.99 1.0
Exzentrizitat

1le-00
Gitter: tet519K, Dipole: tangential

@r. [P

le-01

1le-02

W
|

é?%%?éﬁ%%

1le-03

RDM

L
(! 2l

le-04

0.39mm

L1 L
H
HH
0
H0—
——
—

H T
—
Gehirn
Liquor

1le-05

L
Hh

2 Gitterweite h = 1.56mm

1le-06

| T L T | T
0.0 0.9 0.99 1.0
Exzentrizitat

Abbildung 4.5: RDM fiir tangentiale Dipole, dargestellt durch Boxplots. Jede Box repra-
sentiert 25 Dipole. Die Boxen wurden zur besseren Darstellung seitlich verschoben. Die

senkrechten Linien des Gitters geben die tatséchliche Exzentrizitdat der Dipole wieder. Die
Kurven zeigen zusatzlich das arithmetische Mittel des RDM.



4  VALIDIERUNG HOHERGRADIGER Pyx-ANSATZE

27

MAG (%)

MAG (%)

le+02

le+01

1le-00

le-01

le-02

1le-03

le-04

le-05

le+02

le+01

1le-00

le-01

le-02

1le-03

le-04

le-05

Gitter: tet64K, Dipole: tangential

@p. [Op. EPs

Gehirn

0.39mm

Liquor

Gitterweite h = 1.95mm

0.0

0.9

Exzentrizitat

0.99

Gitter: tet519k, Dipole: tangential

dp. [P

—
T

Gehirn

0.39mm

Liquor

Gitterweite h = 1.56mm

0.0

0.9

Exzentrizitat

0.99

1.0

Abbildung 4.6: MAG(%) fiir tangentiale Dipole, dargestellt durch Boxplots. Jede Box
reprasentiert 25 Dipole. Die Boxen wurden zur besseren Darstellung seitlich verschoben.
Die senkrechten Linien des Gitters geben die tatséchliche Exzentrizitiat der Dipole wieder.
Die Kurven zeigen zusatzlich das arithmetische Mittel des MAG(%).
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Abbildung 4.7: Vergleich des RDM fiir radiale Dipole im groben und feinen Gitter. Jede
Box reprasentiert 25 Dipole. Die Boxen wurden zur besseren Darstellung seitlich verscho-
ben. Die senkrechten Linien des Gitters geben die tatséchliche Exzentrizitat der Dipole
wieder. Die Kurven zeigen zuséatzlich das arithmetische Mittel des RDM.
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Residuum Assemblieren 2.84s 10.39s 73.10s 25.52's 86.69s
LGS Losen 1.23s 51.42s 523.79s 27.28s 1168.90s
Gesamtzeit fiir Dipol 5.54s 63.71s 599.36's 65.89s 1273.10s

Tabelle 4.3: Sequenzielle Rechenzeiten
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Abbildung 4.8: Speedup fiir die Vorwértssimulationen mit P;- und P,-Ansatzfunktionen

im groben und im feinen Rechengitter.
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5 Der Deformationsansatz

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, entstehen aufgrund der unstetigen Leitfahigkeit
beim numerischen Losen des EEG-Vorwéartsproblems erhohte Fehler fiir Dipole hoher Ex-
zentrizitaten. So ist es schwierig fiir Dipole, welche in einem Element liegen, dass an einen
Leitfahigkeitssprung grenzt, die numerischen Fehler zu kontrollieren. In diesem Abschnitt
wird daher ein Deformationsansatz, der sich diesem Problem widmet, vorgestellt und an
einem einfachen Testproblem validiert. Einen dhnlichen Transformationsansatz verwen-
dete Oberkampf [19], um numerische Eigenschaften partieller Differentialgleichungen zu
verbessern. Dabei ging er von deren klassischer Form aus und nutzte im wesentlichen die
Kettenregel fiir seine Umformungen. Wir legen jedoch die schwachen Form zugrunde und
verwenden zusétzlich den Transformationssatz zur Umformung. Fiir ein zweischichtiges
Kugelmodell zeigen wir dann, dass durch eine spezielle Deformation des Volumenleiters
die Leitfdhigkeitsspriinge in Normalenrichtung der Grenzflichen gegléttet werden konnen.
Das hat den Effekt, dass die Losung des so entstandenen Ersatzproblemes verbesserte Re-

gularitétseigenschaften aufweist, was die numerische Simulation positiv beeinflusst.

Da das Losen des EEG-Vorwartsproblems nur darin besteht, das elektrische Potential an
den Elektroden auf der Kopfoberfliche zu berechnen, kann das Potential im Inneren des
Volumenleiters beliebig abgedndert werden. Dies wollen wir ausnutzen, indem wir den
Transformationssatz auf die schwache Formulierung (2.14) anwenden. Das soll allerdings
fir jeden Gewebebereich einzeln geschehen. Wir teilen daher das Integrationsvolumen
geméfl 2 = Lﬂé»:l (2; in die verschiedenen Kopfgewebe auf und erreichen so, dass die

Leitfahigkeit auf den einzelnen (2; stetig ist. Fir alle v € H'(£2) soll also gelten

-3 / (o(2)Vu(z), Vo(@))d;(z) = 3 / oo Vitoo () - Vo ()d 2 (2)

(5.1) =12, =12,

+ / oo Vit () - n(x)o(z) dO02(x).

Es folgen einige technische Definitionen und Folgerungen, die die Anwendung des Trans-

formationssatzes vorbereiten und spéater notwendige Umformungen ermoglichen.

Definition 5.1. SeiW: 2 — (2. Dann heifst ¥ bi-Lipschitz-stetig, falls es ein K > 1 gibt,
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so dass

1
(5.2) EHxl — x| < ||W(x1) — W (xo)|| < K||w1 — 22| Vi, 29 € (2.
Lemma 5.1. Sei ¥: 2 — (2 bi-Lipschitz-stetig und surjektiv, dann gilt
(i) W ist bijektiv.
(ii) W= ist Lipschitz-stetig.

(iii) Die partiellen Ableitungen von W und W~ sind beschrinkt.

Beweis. (i) Angenommen es gibt x1, 29 € 2 mit x; # xo und ¥(x1) = ¥(xs), dann folgt
mit der bi-Lipschitz-Stetigkeit von ¥

1
0 < 2llz = @of| < [|¥(21) = ¥(22)] = 0.

Das ist ein Widerspruch, also muss ¥ injektiv sein und zusammen mit der Surjektivitat
folgt die Behauptung.
(i) Sei 1 = ¥ (y;) und xy = ¥~ (yy), dann folgt mit (5.2)

1, _ _ _
?H‘I/ o) =7 N )|l <y — well S KT (yr) — @ (o) ||

Multiplikation der linken Ungleichung mit K und Division der rechten Ungleichung durch
K liefert dann die Aussage.
(7ii) Fir alle z € 2 gilt

oY, v, te;) — W,
| g P 10) ~ 0(2)
aSL’j t—0 t
) )]
=0 |z +te; —
< K.

Die letzte Ungleichung folgt aus der Lipschitz-Stetigkeit von ¥. Analog zeigt man die
Abschatzung fir 1. O
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Definition 5.2. Sei ¥: 2 — (2, dann heifst ¥ innere Deformation, falls die folgenden
Bedingungen erfillt sind:

(i) ¥ ist bi-Lipschitz-stetig.
(i) W ist surjektiv.
(iii) W ist auf den Mengen (27 := W’l((}j) jeweils diffeomorph.

(iv) Der Rand des Gebietes ist unter ¥ invariant, d.h. ¥po = idge.

Satz 5.1 (Transformationssatz). Sei V C R3 offen und W: V — U ein Diffeomorphismus,
dann ist g: U — R genau dann integrierbar auf U, wenn goW|det D¥| auf V' integrierbar
ist. In dem Fuall gilt

[ 9@du(@) = [ g(w(y))] det DU (y)|av (y).

U Vv

Beweis. Siehe [15] 0

Mit diesen Hilfsmitteln kann jetzt transformiert werden. Sei ¥ also eine innere Deformati-
on, dann kénnen wir wegen der stiickweisen Diffeomorphie von ¥ den Transformationssatz

auf jeder Teilmenge (2;, 7 =1,...,] und fir alle v € H'({2) anwenden:

—Z/<U(W(y))VmU(W(y)),Vw@(.v)))Idet DY (y)[de2;(y)
I=10r =:5(y)

Da in den Termen S(y) und T'(y) noch Ableitungen nach der Variablen x vorkommen,

definieren wir die Funktionen u* := uo ¥, v}, := us o ¥ und v* := v o ¥ und formen um:

S(y) = (a(¥(y)Vau(¥(y)), Vav(¥(y)))

=I =I

= (a(¥(y)) (D¥(y)) " (D¥(y))" Vau(¥ (y)), (DP(y)) " (DY (y))" Vzo(¥(y)))
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(mit Kettenregel)

= (o (¥(y)(D¥(y)) " Vyu'(y), (D¥(y))""Vyo*(y))
(mit adjungierter Matrix)

= (DY (y)) o (¥ (y)) (DY (y)) " Vyu'(y), Vo' (1))

Mit einer analogen Umformungen folgt fir T’

(5-4) T(y) = (D¥(y)) "o (D¥(y)) " Vyus,(y), Vyv (1))

Da die Deformation auf dem Rand des Gebietes die Identitat ist, kann U(z) wie folgt

geschrieben werden.

U(x)

(0 Vit (), n(7)v(2))
(Vi (y), n(y)v(y))

(000 (DY (1)) "{(D¥(y))" Voo (),
(05 (DY (y) ™"V yuoo (), n(y)v(y))

n(y)v(y))

Durch Einfithrung von

(5.5) o*(y) == (D¥(y))~'o(¥(y))(D¥(y))~"| det D¥(y)|

o (y) = (D¥(y)) " oue(¥(y))(D¥(y)) | det DP (y)],
kann Gleichung (5.1) beziiglich der deformierten Koordinaten und den zugehorigen trans-
formierten Leitfahigkeiten ausgedriickt werden. Bis auf den Raum der Testfunktionen ist

damit Gleichung (5.1) beztiglich ¥ transformiert und durch die neue Variable y ausge-
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driickt:
l
=3 [0 ) Ve ), Ve )% )
(5:6) =3 [ Vi) Ve ) )
+ [ ow(DU() Vui(y) - n(y)v' (y) dO2(y).
o192

Diese Gleichung soll aber noch fiir alle alten Testfunktionen v € H'(§2) gelten. Um als
neue Testfunktionen alle v* € H'(£2) verwenden zu kénnen, benétigen wir den folgenden
Satz.
Satz 5.2. Sei ¥ innere Deformation und v € H'(£2). Dann gilt

(i) voW € HY()

(ii) Die Abbildung Fy: H'(2) — H'(2); v~ voW ist surjektiv.
Vergleiche dazu [1] und [18].
Beweis. (i) Da C*(£2) N H'(§2) dicht in H'(2) ist, lidsst sich v durch eine Folge glatter
Funktionen {v;} approximieren, d.h. klim v = vkl gy = 0. Auf den offenen Mengen

—00

£2;, g =1,..., L ist ¥ stetig differenzierbar, so dass die Verkniipfung v} := v, o ¥ dort

ebenfalls stetig differenzierbar ist. Damit gilt fiir den Gradienten

(57) Vi) = (DU () Vo(W(y)) in 2, j=1,...,L
= Z / Vi ()6 ()de) (y z /Dw DV (5)o()de (y) Vo € C(9)

Da ¥ fast tiberall in (2 differenzierbar ist, lassen sich die Integrale zusamenfassen und es

folgt weiter mit patieller Integration

& = [ W)V,0w)a2(y) = [(DF) Tuy)ow)ay) o e Cx(@)
N

2
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Als néchstes teilen wir die Integrale wieder auf und transformieren mit ¥—1.

(59) o - Zl / (@)Y, 6(@ ()| det DT (2)[d 12, ()
= Zl/ (2))'Vop(2)p(F " (x))] det DY~ (2)|d2; () Vo € C(£2)

Nach Konstruktion der Folge {v;} konvergiert Vuy gegen die schwache Ableitung Vv, d.h.
k‘lggo Vv = Vg || 12(q) = 0. Insbesondere konvergiert dann Vv, im schwachen Sinn, so dass
fir den Grenzwert k — oo die glatte Funktion vy in Gleichung (5.9) durch die Sobolev-
Funktion v ersetzt werden kann. So gelangt man dann riickwéarts wieder zu Gleichung
(5.8). Das heifit v* = v o ¥ ist schwach differenzierbar und die schwache Ableitung in (2

ist durch (5.7) gegeben, falls man vj, durch v ersetzt. Zu zeigen ist noch [|[Vv*||;.q) < oc.
19" 1720y = [ 190" )]1242(y)
0
- / (D () Vo (y)|*d2(y)
</H (DY ()" Vo (@ (y))|[*d2(y)

<C / e )IFa20)

—CZ/HW )17 | det D& ()] d12;(a)

J= 19 <00

¢’ [ IVv(@)Pan()

2
=C' ||VU||L2(Q)

< 00

Die beiden Abschitzungen fiir ||[D¥|| und det D! folgen aus Lemma 5.1 (i74).

(1) Sei v* € H'(§2). Dann ist v := v* o ! Urbild von v*, denn es gilt

Fy(v) = (o0 oW =v o (W oW)=0"
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Obiger Satz erlaubt die dquivalente Darstellung von Gleichung (5.6) beziiglich der trans-
formierten Testfunktionen vo ¥ € H'({2).

Satz 5.3 (Hauptresultat). Sei ¥ innere Deformation auf {2. Dann gilt

(i) Gleichung (2.14) geht unter Transformation von ¥ fiir alle v* = voW € H(£2) in
Gleichung (5.6) tber.

(ii) Die transformierte Gleichung ist, wie die Ausgangsgleichung, ebenfalls elliptisch,

d.h. der neue Leitfihigkeitstensor o ist symmetrisch positiv definit.

(iii) Das elektrische Potential wird an den FElektroden y; € 02,1 = 1,...,m durch die
Transformation nicht verdndert.

Beweis. (i) Wurde oben schon gezeigt.

(77) Die transformierte Leitfahigkeit ist definiert durch

o’ (y) = (D¥(y)) "' (¥(y))(D¥(y)) | det D¥(y)|.

Abkiirzend schreiben wir dafiir 6* = cAag A" und zeigen die Symmetrie

0" — 0" =cAcA' — (cAc A")"
=cAcA' —cAc' A"
=cAcA' —cAc A"
=0.

Sei # € R3 und z # 0, dann folgt die positive Definitheit mit der Rechnung

(0*v,2) = c(Ad A'z, 7)
(z # 0 da DY regular) = c(o éi:_p/, A'z)

=z

=c(oz,2)

(da o s.p.d.) > 0.
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(7ii) Da y; € 012, gilt nach Definition 5.2

u*(yi) = w(¥ (y:) = u(ys)-
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6 Validierung des Deformationsansatzes

In diesem Kapitel soll der oben vorgestellte Deformationsansatz anhand einer numeri-
schen Studie im Kugelmodell validiert werden. Aufgrund der Kugelsymmetrie konstruie-
ren wir zunéchst eine allgemeine radiale Deformation. Anschliefend wird diese dann auf
ein 2-Schalen-Modell angepasst, das zugehorige Vorwartsproblem mit der DUNE Imple-

mentierung gelost und die numerischen Fehler analysiert.

6.1 Radiale Deformation

In diesem Abschnitt berechnen wir fiir eine allgemeine radiale Deformation im Kugelmo-
dell den neuen Leitfahigkeitstensor. Der Vorteil am Kugelmodell ist, dass hier aufgrund
der spharischen Symmetrie eine geeignete innere Deformation auf analytischem Wege
bestimmt werden kann. Auflerdem ist fiir die Kugel eine exakte Losung des Vorwértspro-
blems bekannt, so dass der numerische Fehler des Deformationsansatzes analysiert werden

kann.

Im folgenden werden wir die neue elektrische Leitfahigkeit fiir eine allgemeine radiale
Deformation berechnen. Aufgrund der sphérischen Symmetrie verwenden wir dabei Ku-

gelkoordinaten. Sei also

r:[0,7] x [0,7] x [-7, 7] — R®

sin(¢) cos(p)
(6.1) (r,0,¢) = r| sin(9)sin(p) |,
cos (V)

die Abbildung von Kugelkoordinaten in kartesische Koordinaten. Dann kénnen wir eine

Deformation durch die Komposition ¥ = I" o X o I'"! darstellen, mit
X:[0,r4) x [0,7] X [=7, 7] = [0, R] x [0, 7] X [—7, 7]

(r*, 9, 0) = (f(r), 9, 9)
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Dabei beschreibt die Funktion

fi(r*) fur 0 <r* <rj
s =1

fi(r®) fir 7, <r* <orf

die Deformation in radialer Richtung. Die Variable r* stellt den Radius im deformierten
Modell dar und r = f(r*) denjenigen im undeformierten Modell. 77, ..., 7/ sind die Radien
der Gewebegrenzflaichen bzw. der der Oberfliche des Modells. Um bei moglichen Simu-
lationen den Subtraktionsansatz verwenden zu konnen, legen wir fest, dass im innersten
Bereich, d.h. 0 < r* < r}, in dem die Dipole liegen, keine Verformung stattfindet. Eine
Verformung in diesem Teil wiirde Anisotropien in der Leitfahigkeit hervorrufen, welche
bei Kugelsymmetrie Inhomogenitit bedeuten wiirden, so dass Definition 2.1 der homo-
gener Leitfiahigkeit in einer Umgebung des Stromdipols nicht erfiillt wire. Somit muss
fi(r*) = r* gelten. AuBlerdem darf eine innere Deformation den &dufleren Rand des Ge-
bietes nicht verandern, so dass wir f(r]) = 1, = r] setzen miissen. Offenbar ist dann
W = ['oX oI ! eine innere Deformation, falls f bi-Lipschitz-stetig und auf den Teilinter-
vallen [r},r’ ]| differenzierbar ist. Um die transformierte Leitfdhigkeit o*(y) zu bestim-

men, berechnen wir die Jacobi-Matrix der Deformationsabbildung mithilfe der Kettenregel
D (y) = DI'(X(I'(y))) DI (y))DI ™ (y).
Nach (6.1) gilt dann fiir die Differentiale der Abbildungen I" und I'~!

sincosp rcosvcosp —rsindsing

DI'(r,9,¢) = | sindsing rcosdsing rsincosp

cos v —7rsind 0
sin ¥ cos ¢ sin ¥ sin ¢ cos v
DI Y (r*, 9, ¢) = (D) 1™, 9, 0) = LcostUcosp = cosdsing —-Lsind
1 sing 1 cosyp 0
r* sin v r* sind
Abgesehen von den Punkten rj,... 7}, an denen f nicht differenzierbar ist, lautet das
Differential von X
fiire)y 0 0
DX (r*, 9, ¢) = 0 1 0
0 0 1

Auch weiterhin seien die Ableitungen von f stets auf den offenen Mengen (r},7;411) zu
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verstehen. Wir berechnen die neue Leitfdhigkeit fiir die festen Winkel (do, ¢o) = (5,0).
Das Leitfahigkeitsprofil in radialer Richtung kann dann aufgrund der Kugelsymmetrie auf

alle 9, p ibertragen werden. Die Differentiale vereinfachen sich daher zu

1 0 0
DF(T‘, 190, QOQ) = 0 O r
0 —r 0
1 0 0
DI )", 9o, 00) = | 0 0 —=&
0L 0
Als Gesamtdifferential ergibt sich dann
flee)y 00
DI do) = | 0 L 0
0 0 p
f(r*) 0 0
— 0 f(’:‘) 0
0 0 J(r)

Fiir den neuen Leitfahigkeitstensor gilt dann nach (5.5) mit der alten radialen und tan-

gentialen Leitfihigkeit o,.,q und o,

Orad (1) f/72(r*) 0 0 20
" Otan (1T * r*
o (T’ ,190’ SDO) = 0 th((rz‘) 0 f/(T’ ) 2 |
0 0 Jm;(rlr*Q
£2) =|det D¥|

so dass die neuen Leitfadhigkeiten in radialer und tangentialer Richtung schliefllich gegeben

sind durch die Ausdriicke

o £(r)
(6.2) Urad(r ) = rad(f( ))T*2f (7,*>

Ttan (1) = Otan (f (7)) (7).
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Es stellt sich die Frage welchen Ansatz wir fiir die Funktionen f; machen. Dazu betrachten
wir Gleichung (6.2) und stellen fest, dass die Anderung der radialen Leitfihigkeit unter der
Transformation im wesentlichen durch die Ableitung f” bestimmt wird. Eine Stauchung
des Materials, d.h. f* > 1, senkt dabei die Leitfahigkeit und eine Streckung, d.h. f’ <
1, erhoht diese. Geeignet scheint fiir die Funktionen f; ein quadratischer Ansatz. Mit
diesem lasst sich tatsachlich eine geeignete innere Deformation konstruieren. Die jeweils
drei Koeffizienten der Ansatzfunktionen werden dabei aus den folgenden Gleichungen fiir
1 =1,...,] bestimmt.

fina(ry) = i } Stetigkeit von f

firn(rip) = rin
rh{([}" (1) = rh;‘I?l" 7ad(r") Stetigkeit von o7,

Dazu miissen zunachst die neuen Radien r; der Grenzfldchen vorgegeben und dann nach-
einander f; bis f; bestimmt werden. Die neue radiale Leitfdhigkeit ist damit aufgrund der

letzten Gleichung stetig.

6.2 Volumenleiter

Um die Effekte der Deformation kontrolliert untersuchen zu kénnen, wihlen wir ein mog-
lichst einfaches Testproblem. Wir verwenden daher ein zweischichtiges isotropes Kugel-
modell und testen mit einem Verhéltnis der beiden Leitfahigkeiten von 1:10 und 1:100.

Die Parameter des Modells sind in der folgenden Tabelle aufgelistet.

Radius r; [mm] Leitfdhigkeit o; [S/m]

Innen 78 1.0
AuBlen 92 0.1 /0.01

Tabelle 6.1: Parametrisierung des 2-Schalen-Kugelmodells

Durch diese Parameter werden die beiden radialen Teildeformationen f; und f, festge-
legt. Wie oben definiert, ist f; die Identitat, f, ergibt sich aus den Radien und dem
Verhéltnis der Leitfdhigkeiten. Ein Verlauf der radialen Deformationen fiir die Leitfihig-
keitsverhaltnisse 1:10 und 1:100, d.h. 5 = 0.1 S/m bzw. o2 = 0.01 S/m ist in Abbildung
6.1 dargestellt.
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92.0 , 92.04

78.0 78.0

I'det [mm]
I'det [mm]

0.0 1 0.0 1

T i T i
0.0 78.0 920 0.0 78.0 920
I orig [mm] I orig [mm]

Abbildung 6.1: Links: Deformation des Modells mit Leitfadhigkeitsverhéltnis 1:10. Rechts:
Deformation des Modells mit Leitfahigkeitsverhaltnis 1:100.

Die Deformation bewirkt eine Anderung der Leitfihigkeit im Modell. Fiir die beiden
Deformationen aus Abbildung 6.1 sind die zugehorigen alten und neuen Leitfahigkeiten

in den beiden folgenden Abbildungen 6.2 und 6.3 dargestellt.
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Oiso [S/ m]

0.0

T
78.0 92.0
r [mm]

Orad [S/ m]

0.0

T
78.0 92.0
r [mm]

Otan [S/M]

_——

0.0

T
78.0 92.0
r [mm]

Abbildung 6.2: Oben: Isotrope Leitfdhigkeit des undeformierten zweischichtigen Modells
mit Leitfahigkeitsverhéltnis 1:10. Mitte: Radiale Leitfdhigkeit des deformierten Modells.
Unten: Tangentiale Leitfahigkeit des deformierten Modells
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0.0 78.0 92.0
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Orad [S/ m]

T
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0.0 78.0 92.0
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Abbildung 6.3: Oben: Isotrope Leitfahigkeit des undeformierten zweischichtigen Modells
mit Leitfahigkeitsverhéltnis 1:100. Mitte: Radiale Leitfdhigkeit des deformierten Modells.
Unten: Tangentiale Leitfahigkeit des deformierten Modells
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Das Rechennetz fiir die Validierung des Deformationsansatzes wurde, wie bei der Vali-
dierung der Py-Ansitze mit TetGen [24] erzeugt. Um die Deformation gut auflésen zu
konnen, wurde der &uflere Bereich mit einer gleichmafligen Gitterweite vernetzt. Eine
Schnittansicht des Netzes zeigt Abbildung 6.4.

Abbildung 6.4: Links: Schnitt durch das Rechennetz (tet103K) fiir den Deformationsan-
satz. Rechts: Detailansicht.

Einige Daten dieses Netzes listet die folgende Tabelle auf.

Rechennetz #Knoten #Elemente #DoF P, #DoF P,
tet103K 103.129 617.812 103.129 836.491

Tabelle 6.2: Daten des Rechennetzes (tet103K) fiir die Validierung des Deformationsan-
satzes
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6.3 Dipole

Die Simulationen wurden fiir 375 radiale Dipole mit 15 verschiedenen Exzentrizititen
durchgefiithrt. Es handelt sich dabei um die gleichen Dipole wie bei der Validierung der
Pi-Ansétze in Kapitel 4.

6.4 [Ergebnisse

Um die Auswirkungen der Deformation zu verdeutlichen, zeigen wir zunéchst in der Abbil-
dung 6.5 auf der folgenden Seite die Isolinien des elektrischen Potentials in einer Schnitt-
darstellung des Modells fiir die P,-Losung eines radialen Dipols der Exzentrizitit 0.96.
In den Abbildungen ist deutlich zu erkennen, dass die Knicke in den Isolinien, welche
beim elektrischen Potential des Standardmodells deutlich ausgepréagt sind, im deformier-
ten Modell verschwinden. Man erkennt daran schon den regularisierenden Effekt den die
Deformation auf die Losung des Vorwéartsproblems hat. Im folgenden werden wir die nu-

merischen Fehler in dieser Hinsicht genauer untersuchen.

Abbildung 6.6 bis 6.9 auf den folgenden Seiten zeigen RDM und MAG(%) des deformierten
und undeformierten Modells jeweils fiir Pj-/Ps-Ansétze und fiir die Modelle mit Leitf4-
higkeitsverhéltnis 1:10 und 1:100. In allen Féllen ist zu erkennen, dass sich die Fehler des
Standardmodells und die des deformierten Modells dhnlich verhalten, solange die Dipole
nicht im duflersten Element vor dem Leitfahigkeitssprung liegen. In den Grafiken ist dies
der linke Bereich bis etwa zur Exzentrizitat 0.965. Die Fehler des Standardmodells sind
dort zwar etwas kleiner, die Anderungen der Fehler mit der Exzentrizitit sind jedoch fast
gleich. Schauen wir in den rechten Bereich, der das Element direkt vor dem Leitfadhigkeitss-
prung reprasentiert, andert sich das Verhalten der Fehler. Die Fehler des Standardmodells
wachsen dort wesentlich starker an als im linken Bereich, und zwar um so stéarker, je gro-
Ber der Sprung der Leitfahigkeiten ist. Wird im Modell mit Leitfahigkeitsverhaltnis 1:10
der maximale RDM von 2 erst fiir die Exzentrizitat 0.995 erreicht, so geschieht dies fiir
das Modell mit Leitfahigkeitsverhéltnis 1:100 schon bei der Exzentrizitdat 0.98. Das gilt
sowohl fiir den P;-, als auch fiir den P,-Ansatz. Wie schon in Kapitel 4 gesehen, wird also
fiir hohe Exzentrizitaten durch einen hoheren Grad der Ansatzfunktion kaum ein Vorteil
erzielt. Schauen wir nun auf die Fehler des deformierten Modells. Auch sie wachsen fiir

hohe Exzentrizitaten bzw. im duflersten Element vor dem Leitfdhigkeitssprung stérker an
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als fiir niedrige Exzentrizitaten. Dieser Anstieg fillt jedoch deutlich geringer aus als im
Standardmodell. Der Unterschied zum Standardmodell wachst offenbar mit zunehmender
GroBe des Leitfahigkeitssprunges. Im Modell mit Leitfahigkeitsverhaltnis 1:100 wird dies
besonders deutlich. Wahrend der RDM der P»-Losung dort fiir die grofite Exzentrizitat
noch in der Grolenordnung von 0.1 liegt, erreicht der RDM fiir einige Dipole im Standard-
modell schon fiir die Exzentrizitdt 0.985 seinen maximalen Wert von 2. Diese Ergebnisse
zeigen, dass sich eine Deformation regulariesierend auf die Losung des Vorwértsproblems
auswirken kann. Die numerischen Fehler fiir Dipole hoher Exzentrizitat konnen dadurch
erheblich gesenkt werden. Besonders deutlich kommt dabei der Effekt hohergradiger An-

satzfunktionen zum tragen.

Abbildung 6.5: Schnitt durch das Modell in der Néhe eines radialen Dipols der Exzentri-
zitat 0.96. Dargestellt sind P,-Losungen des elektrische Potentials mit einigen Isolinien.
Links: Standardmodell. Rechts: Deformiertes Modell.
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Abbildung 6.6: RDM und MAG fiir radiale Dipole, dargestellt durch Boxplots. Jede Box
reprasentiert 25 Dipole. Die Boxen wurden zur besseren Darstellung seitlich verschoben.
Die senkrechten Linien des Gitters geben die tatséchliche Exzentrizitiat der Dipole wieder.
Die Kurven zeigen zuséatzlich das arithmetische Mittel.
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Abbildung 6.7: RDM und MAG fiir radiale Dipole, dargestellt durch Boxplots. Jede Box
reprasentiert 25 Dipole. Die Boxen wurden zur besseren Darstellung seitlich verschoben.
Die senkrechten Linien des Gitters geben die tatséchliche Exzentrizitiat der Dipole wieder.
Die Kurven zeigen zuséatzlich das arithmetische Mittel.
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Abbildung 6.8: RDM und MAG fiir radiale Dipole, dargestellt durch Boxplots. Jede Box
reprasentiert 25 Dipole. Die Boxen wurden zur besseren Darstellung seitlich verschoben.
Die senkrechten Linien des Gitters geben die tatséchliche Exzentrizitiat der Dipole wieder.
Die Kurven zeigen zuséatzlich das arithmetische Mittel.
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Abbildung 6.9: RDM und MAG fiir radiale Dipole, dargestellt durch Boxplots. Jede Box
reprasentiert 25 Dipole. Die Boxen wurden zur besseren Darstellung seitlich verschoben.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde der Einsatz hohergradiger Pj-Ansatzfunktionen zur Losung des
EEG-Vorwértsproblems validiert. Verglichen wurden dazu die numerischen Fehler RDM
und MAG fiir P;-, P»-, und P3-Ansétze in einem vierschichtigen Kugelmodell. Es wurden
zwei unterschiedlich feine Tetraedermodelle verwendet, um den Einfluss der Gitterweite
in der Néhe des Leitfahigkeitssprunges zu untersuchen. Fiir Dipole welche nicht im letzten
Element vor dem Leitfahigkeitssprung liegen, konnte fiir P»-, und P;-Ansétze eine gute
Fehlerreduktion erreicht werden. Nimmt die Exzentrizitat eines Dipols zu, so erhéhen sich
die numerischen Fehler. Dieser Zuwachs ist, sobald der Dipol in einem Element direkt vor
dem Leitfahigkeitssprung liegt stark erhoht. Je néher er innnerhalb diese Elementes an
den Leitfahigkeitssprung heranriickt, desto geringer ist der Nutzen von hoéhergradigen
Ansatzfunktionen. Eine mogliche Abhilfe konnte der Einsatz isoparametrischer Elemente
sein, welche gekriimmte Flachen aufweisen konnen und so die Oberfliche des Modells
und die Grenzflachen im Inneren besser approximieren. Der Geometriefehler wiirde damit

gesenkt.

Untersucht wurde zusétzlich der Nutzen héhergradiger Ansatzfunktionen bei fester Re-
chenzeit. Es zeigte sich, dass P»-Anséitze im groben Modell fiir Dipole niedriger Exzentri-
zitat gegentiber Pj-Ansitzen im feinen Modell im Vorteil sind. Dies gilt nicht fiir Dipole

hoher Exzentrizitit.

Weiterhin wurde fiir die DUNE-Implementierung des EEG-Vorwértsproblems eine Perfor-
mance-Studie auf einem Parallelrechner durchgefithrt und der Speedup fiir parallele Laufe
des Programmes mit bis zu 32 Threads bestimmt. Fiir die Assemblierung des Residuums
zeigte sich ein nahezu optimaler Speedup. Das Losen des Gleichungssystems erzielte fiir
Pi-Ansétze einen hoheren Speedup als fir Py-Ansétze, was an dem erhéhten Informati-
onsaustausch an den Prozessorgrenzen bei P»-Ansétzen liegt. Fiir die Zukunft interessant

ware, ob durch Verwendung eines anderen Losers die Performance gesteigert werden kann.

Im zweiten Teil der Arbeit wurde ein Deformationsansatz fiir das Modell des EEG-
Vorwartsproblems vorgestellt. Er beruht auf dem Transformationssatz fiir Volumenin-
tegrale. Bei der Transformation werden die Leitfahigkeiten im Modell verdindert, was man

sich zu Nutze machen kann, um deren Unstetigkeiten zu glatten.

Fiir ein zweischichtiges Kugelmodell wurde eine solche Deformation bestimmt und in ei-

ner Studie die numerischen Fehler analysiert. Es zeigte sich eine Reduktion der Fehler
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fiir Dipole hoher Exzentrizitdt. Eine Validierung dieses Ansatzes fiir ein komplizierteres
Modell steht noch aus. Es stellt sich aber die Frage, ob eine geeignete Deformation dafiir
iiberhaupt gefunden werden kann. Fiir ein mehrschichtiges Kugelmodell mag dies noch
relativ einfach sein. Spétestens bei einem realistischen Modell kann eine solche Defor-
mation nicht mehr auf analytischem Wege bestimmt werden. Dort miisste {iber andere
Moglichkeiten nachgedacht werden. Eine Differentialgleichung zu definieren, welche das
Modell auf geeignete Weise verformt ware ein Ansatz. Diese misste dann zur Bestimmung
der Deformation vor der eigentlichen Simulation gelost werden. Besonders interessant wé-
re ein solcher Deformationsansatz in Verbindung mit isoparametrischen Elementen. Mit
dem Geometriefehler und dem numerischen Fehler durch die unstetigen Leitfadhigkeiten,

wiirden auf diesem Wege die beiden grofiten Fehlerquellen beseitigt.
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