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û)ù��fÿ �^ó$ú&øf÷fó��,�$ó��#�Qõ!û�$5ñ?ó�ù��#�3óBòþø�ÿQûK�^ó$úQýfø�÷��%��øfô3óeúÅó
��ÿQô#�$ÿ!óe÷^ü&û]÷Gý6��ÿQû]õ,û]ý�ÿQóBòiû��eû]÷GøfÿQû
�^û]ú&ø�÷fóeôWü ó
�®ø�ÿQû!ø�÷fôWùBú����3ûSô3ý#ü&û��Lú\û)ü©ùVý#øfÿQû�ú\óåü\ù��jözóeý�ô9ø�ô3óeú�ùBúLü øfÿQû,ýfó��Y�\øfô3óeú �eù
�#�QûSô3ý
ùBý�ýfó��^ôWùBø�û)ü ò�ô3øfÿ øfÿLùVøoöLó$ô9ú&ø�$K;Pú�+~ô#���Q÷�û 2 �Dó$÷�ûSR\ùVõ!ö��3û� zø�ÿQû�ýfó��Y�\øfô3óeúUùVøoøfÿQû �^û�ú+ø�÷fó$ôÌü
ó��iøf÷fôWùVú����3û�iô9ý����� HùBúLü øfÿ\ûSý�ó��#�Qøfô3ó$úQý#ùBøoøfÿQû��^û]ú&ø�÷fóeôWü&ýðó��uø�ÿQûSø�÷fôWùBú!���3û]ýoý��Q÷�÷fó��QúLü&ô3ú��
øf÷�ôWùBú����9û��?ùB÷�û����� ����#ùBúzü����.$~ñ�ÿQû �^ó&ó$÷Úü&ô3úLùVøfû]ýjó
�5øfÿQûGõ!û]ý�ÿSözóeô3ú&øuùVø�ò�ÿ\ô���ÿ!ùoý�ó��#�Qø�ô9ó$ú
�eù��#�Qû� &ýÚù�-����� &ô3ýJü&û��LúQû�üÅùB÷�û üåû]úQóeø�û)üU��-U? F � O H ��B@$;Pú&øfû��$÷ÚùBø�ô3óeú!ó
��ø�ÿQû#ý6��ù��WùB÷'�Dó$÷fõ ó
��û1���LùVøfô3óeú ?�/1Bióeú,øfÿQû��Wø�ÿ�ø�÷fôWùBú!���3û=�$ôY�$û]ý :���! #"%$�& < �

<D@('()�* B $ <�+�,
<?F

B <�+�-
<?H�*.' $ <�/0,

<�F
B <1/%-
<�H�*3254�6 I87 O ?.2�B

ò�ÿQû]÷�û:9;��ô3ýJøfÿ\û ùV÷fû)ù²ó��uø�÷fôWùBú����3û:�uùVúLü 6 ô9ýGøfÿQûcô3ú&øfû��$÷ÚùBø�ô3óeúU�eùB÷�ôÌù
���3û#ü&û��LúQû�ü óeú<9;�6$
ñ�ÿQûSùV÷fû)ù²ô3ú+ø�û��e÷^ù��Hó
�rø�ÿQû@�L÷�ýføC�Q÷Úù����$û]øfû�üÅø�û]÷fõ ô3úû1���LùBø�ô3óeú ? 2�Biô9ýoùBöQö\÷fó�RQô3õ�ùBø�û)ü���-Åù
óeú\û�özóeô3ú&ø"���zùeü&÷^ùBø��\÷fû#÷D���3û� Qø�ÿQûL���zùeü&÷^ùBø��\÷fû#özóeô3ú&ø��zû]ô3ú���ø�ÿQûL�^û]ú&øf÷�óeôWüó��?øf÷�ôÌùVú����3û�� :�=�  >$ & < �

<A@?'@) * 4�6 I 9;� $ & � < ���<D@A'() � *(B
NF-Z�\ýfô3ú���øfÿ\ûUü&ô#�eû]÷D�eû]ú��^ûÅøfÿ\û]óe÷�û]õE iøfÿ\ûÅýfû1��óeúLü �Q÷Úù��D�eû]ø�û)ü øfû�÷fõ ô3ú û1���LùBø�ô9ó$ú ? 2�Bcô3ý
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midpoints of edges

centroid solution values

U

jU

U i

U

lU

ik

il

U ij

U

k

(x  ,y  )1 1

22(x  ,y  )

(x  ,y  )0 0

ê&���V�7��� Á%`��^ ��B���~�W�����^�e�^���z�e���f� �E���������P�P�f����¢f�]�����^�u�B���D���D�E�e�����^�
÷fû�ö��Wù��^û)ü ��-ùL�3ô3úQûoô3ú&øfû��$÷Úù��5ùV÷fó��QúLü�ø�ÿQû#ø�÷fôWùBú������WùB÷iû��3û]õ!û�ú+ø*:� �  	$ < +�,

<�F
B <�+�-
<?H<* 4�6 I ���  ? + ,�� , B + -�� - B 4�� O

ò�ÿQû]÷�û	� �?ô3ýJø�ÿQûK�^ô3÷����Qõ���û]÷fû]ú��^û#ó��jø�÷fôWùBú����3û �D *? � , O � - B ô3ý�øfÿQûL�\úQô3ø�ó��QøPò�ùB÷^ü!ú\óe÷fõù��zøfóøfÿ\ûK�^ô3÷6���\õ��Dû]÷�û]ú%�^û� £ùVúLü � ô3ý�ø�ÿQû#ô3ú&øfû��$÷ÚùBø�ô3óeú �eùV÷fôWù��!�9ûoù��3óeú!�Sø�ÿLùBø@�^ô3÷6���Qõ �Dû]÷�û]ú%�^û�$iñ�ÿQû�3ô3úQû!ô3ú&øfû��$÷Úù
�®ù
�9ó$ú��Åû)ù���ÿþû�ü��eû,ô9ý�ùBö\öQ÷fó�RQô3õ�ùVøfû)ü ��-��Qýfô3ú�� øfÿQûõ,ôÌüåöLó$ô9ú&øL���Lùeüå÷ÚùBøD�Q÷fû
÷��!�9ûGò�ô3øfÿcøfÿQûGú��\õ!û]÷�ô���ù��A6%� R �zû]ô3ú��cû��eù��#�LùVøfû)ü�ùVøjøfÿQûGõ!ôWü&özóeô3ú&ø5ó
�£ø�ÿQûJû)ü �eû�$ (GöQö��#-&ô9ú!�
øfÿ\ûSý^ùBõ!ûoø�÷fû)ùVøfõ!û�ú+ø�ø�ó!ø�ÿQûSü&ô�G*�Qýfô#�eû 6%��RQû]ýo÷fû]ýD���3øfýoô3úøfÿQû �Dó��#�3óBò�ô3ú��Sü&ô3ý��^÷fû]ø�û��Dóe÷�õ ó
�
û1���LùVøfô3óeú ? 2�B
: & � < ���

<A@ '�) � I ' /9 � ? + ,� ��
 H����� ' + -� � 
 F����� B + ,����
 H��� �' + -��� 
 F �� � B + ,� ��
 H �� � ' + -� � 
 F �� �' ? / ,� ��
 H ���� ' / -� � 
 F ���� B / ,����
 H �� �' / -� � 
 F��� � B / ,� ��
 H��� � ' / -� � 
 F��� � BDB Oò�ÿQû]÷�û 
 F �  � I F � ' F �  
 H �  � I H � ' H �  HùBúzü +�,���  + -���  /0,� � ùVúLü / -��� ùB÷fûðøfÿQû 6%��RQû]ýoô3úøfÿ\û F ùBúzü H ü&ô3÷fû1��øfô3óeúQý¦û��eù��#�LùVøfû)ü�ùVø�ø�ÿQû�õ!ôWü&özóeô3ú&ø5ó
�£ø�ÿQû�øf÷�ôWùBú����9û�û�ü��eû�ý�û]öLùB÷^ùBø�ô9ú!�#øfÿQûøf÷�ôWùBú����9û�ýJùBýfý�ó��^ôWùBøfû�ü!ò�ô3ø�ÿ � � ùBúLü � � $
ñ�ÿQû��^óeú��eû��^øfô#�eû 6%��RQû]ý +1,� � ùBúLü + -��� ùB÷�ûSû��eù
�#�LùBø�û)ü ��-U�Qý�ô9ú!� ùVöQöQ÷�ó�Råô3õùBøfû@9�ô3û]õùBúQúýfó��#�eû]÷�ý�?Dý�û]û��WùBøfû�÷6Boü&û]úQó$øfû)ü ��- +�,��� ùBúzü + -��� ÷�û]ýfözû1�^ø�ô#�eû��#-�$K(�øðøfÿQûcõ!ôWü&özóeô3ú&ø�ó���øfÿQû

û)ü��$û��zû]øPòiû]û]ú�ø�÷fôWùBú����3û]ý��HùVúLü��� BóeúQûS�ü&ô3õ,û]úQýfô3ó$úLù���9 ô9û�õ�ùBú\úJöQ÷�ó����3û]õ,ý�ùB÷�ûuý�ó��#�eû�üoô3ú#øfÿQû
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��ùB÷�øfû]ý�ôWùBú�ü&ô3÷fû1�^ø�ô3óeúQý?ò�ô3øfÿcøfÿQû��������&ýfó��Y�\øfô3óeúL�eù
�#�Qû�� ���� �Lû]ô3ú��oü&û��Lú\û)ü�ùBý?øfÿzùBø?ô3ú+ø�û]÷fúzù��&øfó
øf÷�ôWùBú����9û��D +ùVúLücøfÿQû
	��� ���Qýfó��Y�\øfô3óeú��eù��#�Qû;������ �Lû�ô9ú!� üåû��LúQû)ü,ùBýjø�ÿLùBø¦û�RQøfû]÷�úLù��zøfó#ø�÷fôWùBú!���3û� : & � < � �

<D@ '() � I ' /9 � ? +�,��� ? � �� � O � �� � B 
 H����� ' + -��� ? � �� � O � �� � B 
 F����� B+1,��� ? � ���� O � ���� B 
 H��� � ' + -��� ? � ���� O � ���� B 
 F��  � B+1,��� ? � �� � O � �� � B 
 H��� � ' + -��� ? � �� � O � �� � B 
 F��� � '? /0, ? ���� � O ? � � � B , B 
 H����� ' /%- ? ���� � O ? � � � B - B 
 F����� B/0, ? ������ O ? � � ��B , B 
 H �� � ' /0- ? ���� � O ? �����4B - B 
 F �� � B/0, ? ���� � O ? � � �#B , B 
 H �� � ' /%- ? ���� � O ? ��� �YB - B 
 F �� � B�B O

? ��B

ò�ÿQû]÷�û ���� � ô9ýoùcýfó��Y�\øfô3óeúUùVøJø�ÿQû#õ!ôWü&özóeô3ú&øió��jøfÿQûcû)ü��$û ��óeõ!ö!�Qøfû)ü��Qý�ô3ú��!ø�ÿQûK�eù
�#�Qû]ýJó$ú
�zóeøfÿ ýfôWü&û]ý ?Dýfû�ûA&ON¦û]÷�P]ô3úQý#ùVúLü �©ùB÷fû�/�0�0��43 BuùVúLü ? � � ��B , ô3ýJø�ÿQûSü&û]÷�ô#�eùBøfô#�$û�ò�ô3ø�ÿ�÷�û]ýfözû1�^øøfó F ùVø�øfÿQû#õ,ôWü&öLó$ô3ú+ø�$(	ý�øÚùVúLüQùB÷^ü��L÷�ýfø5�ó$÷Úü&û]÷�ý���ÿQû]õ!ûC�Qýfû�ý�øfÿQûoöQô3û1�^û�ò�ô9ý�ûL�^óeúQý�øÚùVú+øiýfó��#�Qøfô3óeú,óeú�û]ô3ø�ÿQû]÷�ýfôWü&û
ó��?øfÿQûðû)ü��eû#ùVý�øfÿQûL�\ö+ò�ô3úLü �eù��#�Qû]ý� &û�$ �%$� ����

I
� � O � ����

I
� � B(=�3ø�ÿQó����$ÿÅøfÿ\ô9ýoý��fÿ\û]õ!ûc÷fû]ýD���3øfýoô3úUú��Qõ,û]÷fô	�]ù
�5ý�ó��#�Qøfô3ó$úQýJò�ô3øfÿ úQóU�QúLü&û]÷�ýfÿQó&ó$øfý#ó$÷Jó��eû�÷.

ýfÿ\ó+ó$øfý� HøfÿQû�ùBõ,ó��Qú&øió��uú��Qõ,û]÷fô	�]ù
��ü&ô�G*�Qýfô3ó$úÅô3ú+ø�÷fóQü��%��û)üÅô3ýGó��Dø�û]úÅúQó$ø�ù����^û]öQø^ù����3û�$�+Qó$÷
øfÿ\ô9ý?÷�û)ùBý�óeú!ù�ý�û1�^ó$úLü�Póe÷Úüåû]÷��eùV÷fôWùBú&ø~ó��Lø�ÿQô3ý�õ,û]øfÿ\óåü ô9ý?ô3õ!ö!�9û�õ!û]ú&øfû�üK&ON¦û]÷�P�ô9ú\ýuùBúLü �©ùB÷�û
/10�0��435$?ñ�ÿ\ô9ý�õ,û]øfÿ\óåü �Qýfû�ý �3ô3õ!ô3ø�û)ü��3ô9ú\û)ùB÷�ô3ú&øfû]÷�öLó��WùBú&øfý�ø�ó �^óeúQý�øf÷D�%�^øoøfÿQû �9ûS�DøJùBúLü,÷�ôY�$ÿ&ø
�eù��#�Qû�ýJùBø�û)ù��fÿ û)ü��eûðõ!ôWü�PöLó$ô9ú&ø�$?ñ�ÿQô3ý�ý6��ÿQû]õ,û�ô3ýGúQóeú��3ô3úQû)ùV÷uû��eû]ú �Dóe÷Jù��3ô3úQû)ùV÷�öQ÷fó����3û]õ
ùBúzü!ý�ó���ù��#�3ýjô3ú&øfó�ø�ÿQûL���WùBýfý�ó
�jý6��ÿQû]õ,û]ýJü&ô3ý6���\ýfýfû�üÅô3úE& �jû�ú��eùBø^ù��&÷fô3ýfÿ\úLùBú /10�0%��3�$� 1 ì Z��VA$acbeC 4 -uXBpB4][^Nf: O\;�gj: �?d)=Ú: O\;�K~63O��eC 47a
�ióeú\ýfôWü&û]÷'�Dó$÷�û�RLùBõ,ö��3û�øfÿQû#øPòió�fü&ô3õ!û�úQýfô3óeúzù��Lù$ü��eû1��øfô3óeú�fü&ô�G*�Qýfô3óeú,û1���LùBø�ô3óeú :

< �
<D@
B�� < �

<�F
B�� < �

<?H I��
< � �
<?F � B �

< � �
<?H �

ò�ÿQû]÷�û � ùBúLü � ùB÷fû,öLó$ýfô3øfô#�$ûA�^ó$úQýfø^ùBú&øfý��Dó$÷#û�RLùBõ,ö��3û�$Åñ�ÿ\û�ü&ô3ý6��÷fû]ø�ûU�Dóe÷�õ ?Dýfû�û�û����zù�
øfô3ó$ú ?2��B�Biô3ý"�eô#�$û]ú ��-

< � �
<D@ I ' /9 � ? � � �� � 
 H ���� ' � � �� � 
 F ���� B

� � �� � 
 H �� � ' � � ���� 
 F �� � B
� � �� � 
 H��� � ' � � �� � 
 F �� � '?
�
? � � � B , 
 H����� ' �

? � � � B - 
 F ���� B
�
? � ��� B , 
 H��� � ' �

? � ��� B - 
 F��  � B
�
? � � � B , 
 H �� � ' �

? ��� �	B - 
 F �� � BDB O

? ��B

ùBý�ý��Qõ,ô3ú��#øfÿzùBøiøfÿQûoøf÷�ôWùBú����9ûGô3ý®ù
�9ô#�$úQû)ücøfócøfÿ\ûT��ÿLùV÷Úù��^øfû]÷�ô3ýføfô	�#üåô9÷�û1�^ø�ô9ó$úQý�ô3ú�øfÿQûoõùBúQúQû�÷
ýfÿ\óBò�úþô3ú +~ô#���Q÷�û 2! �ùBúLü �eô#�$û]ú øfÿLùVø�øfÿQûÅý�ó��#�Qø�ô9ó$ú øfó�øfÿ\ûE9�ô3û]õùBúQú�öQ÷�ó����3û]õ ô3ý�øfÿQû
öQ÷�óåü �%�^øJó
��ø�ÿQûL�Qö&ò�ô3úLü��eù
�#�Qû�ùVúLü,û]ô3øfÿQû]÷ � óe÷ � $� 1Es >£:E47a A$;$;SF&OQC pB4�63=
+\óe÷"�^óeú��eû��^øfô3óeúü&óeõ,ô3úLùBø�û)ü�8:> �?ý1 ���óe÷f÷�û1�^øGýfözû1�^ô��H�]ùVøfô3óeúó��5ø�ÿQû 6%��R�ùVúLü �]ùV÷fû��\���HýföLù��^û
ü&ô3ý6��÷fû]ø�ôYP�ùBøfô3ó$ú ùV÷fûoû]ý�ýfû]ú&øfôWù
�5øfó!ù��$óeôWü��QúQö\ÿ�-&ý�ô���ù��Hóeý��^ô#�#�ÌùVøfô3óeú\ýuô3ú!ø�ÿQû#ü&ô3ý6�^÷�û]øfûcýfó��#�Qøfô3óeúJ$
('ý�øÚùVúLüQùB÷^üÅùBö\öQ÷fó&ù���ÿøfó!û�úQý��Q÷�û ùcý�øÚù
���3û#ýfó��Y�\øfô3óeúô3ý�øfó�ö��Wù��^û#õ!ó$÷fûoû]õ,öQÿLùBý�ô3ýuó$úÅøfÿQû
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ô3ú��Dó$÷fõ�ùVøfô3óeú��^óeõ,ô9ú!�@�D÷fó$õ�øfÿQû#ü&ô3÷fû��^øfô3óeú,ó��?øfÿQû 6LóBò ?�øfÿQû@�Qö&ò�ô3úLü��eù
�Y�\û]ý6Biô3ú!ü&ô3ý6��÷fû]ø�ôYPS
ô3ú��Åø�ÿQûÅùeü��$û1�^øfô#�$û!öLùV÷føfý�ó
�JøfÿQû 8:> �"$:+\óe÷ðýfô3õ!ö��3û�öQ÷�ó����3û]õ,ý1 ~û�$ �%$ �3ô3úQû)ùB÷�ùeü �eû1�^ø�ô3óeú, 
øfÿ\ûA��ÿQóeô	�^ûó
�=�Qö&ò�ô9úzü&ô3ú��Uü&ô3÷fû��^øfô3óeú�ô3ýSó����&ô3ó��\ý1$�� óBòuû��eû]÷� �Dó$÷K�^óeõ,ö��3û�R�ý�-&ýfø�û]õ!ýcøfÿQû
ü&ô3÷fû��^øfô3óeú õù�- ù
�9ø�û]÷fúzùBøfû� uó$÷!ù��^óeõ��\ô9úzùBøfô3ó$ú�ó�� �zóeø�ÿ �9ûS�Dø!ùBúLü�÷�ôY�$ÿ&øK�eù
�Y�\û]ý�õ�ù�- �Lû
úQû]û�ü&û)ü���óe÷uùGý�-&ý�øfû]õ ó
� 8F>5�rý1$ (Jý¦ýføÚùVøfû)ücô3ú 7&û��^øfô3óeú1�! Bô3ú�øfÿQû�ýfû ��ùBýfû�ý®ùVú ùVöQöQ÷fó�RQô3õ�ùVøfû
?Dý�óeõ,û]øfô3õ!û�ý#û�RLù��^ø�B�9�ô3û]õùBúQú�ý�ó��#�eû]÷cô3ý��Qýfû�ü©ø�ó �]ù��	���!�ÌùVøfû,øfÿQûÅùeü �eû1�^ø�ô#�eû 6%��R ô9ú�øfÿQû
�^óQü&ûL�\ýfô3ú��!ù��^óeõ��Qô3úLùVøfô3óeú�ó
� �&úQóBò"�3û)ü��$û#ù��zó��Qø�ø�ÿQûL8:> �þùVúLü��3û��DøJùBúzü!÷�ô#�eÿ&øuý�ó��#�Qø�ô9ó$ú
�eù��#�Qû�ý1 $ýfû]ûGû�$ �%$"&O8~û]úQúQô3ú��$øfóeú�ùBúzü�Njû]÷DP]ô3úQýL/10�0��
35$ (Jý�ùBú�û�RLùBõ,ö��3û ��óeúQý�ôÌüåû]÷uø�ÿQû=�&ô3ý6��ó��Qý
NF�Q÷��$û]÷fý*)Lû����zùBøfô3ó$ú �eô#�$û]úU��-

<��
<D@
B <
<?F

$ � �2 * B <
<�H

$ � �2 * I � $ < � �<?F � B < � �<?H � * O ? ��B
? F O H O @ B�� & 7 O /�3	�E& 7 O /S3
� ? 7 O / B 2���3 B>Gû��LúQô3ú���ø�ÿQûE�^ó$ú��eû1�^ø�ô#�eûS6%� R � �Qú��^øfô3óeú\ý ��-©ý�ô9õ,ö��3û�ù��$û]÷Úù
�eô3ú�� ó��#øfÿQû �9ûS�Dø!ùBúLü�÷�ôY�$ÿ&ø

�eù��#�Qû�ý������ 	�����÷fû]ý�öLû��^øfô#�eû��Y-� j÷�û]ý��!�9ø�ý�ô3ú�øfÿQû��Dó��Y�3óBò�ô3ú��U�^óQü&û��Dóe÷#ø�ÿQûú��Qõ!û]÷�ô	�]ù���6���R
�eù��#�Qû�ý :
��������������������� ��!#"%$
& (')� "�!#*�+,��+-�.$
& (/)� "�!#*�+,��+-�.$

ùBúzüÅõù�-A�3û)ù$üÅø�óU�QúQöQÿ�-&ýfô	�]ù
�júQû��&ùBøfô#�$ûSý�ó��#�Qøfô3ó$úE�eù
�Y�\û]ý1$cñ�ÿQû�úQû��+ùBø�ô#�eû��eù��#�Qû]ý@�eùBú\ô9ý�ÿ
ò�ÿQû]ú�9�ó&û�) ý 9�ô3û]õ�ùVúQúoýfó��Y�$û]÷1 Výfû]ûiû�$ �%$'&O85û�úQúQô3ú��eø�óeúSùVúLüLN¦û]÷�P�ô9ú\ý=/10�0���3� �ô9ý?ô3õ!ö!�9û�õ�û]ú&øfû)ü
��-!÷�û]ö��Wù��^ô3ú��cøfÿ\ûSù��zó��eûGû��eù��#�LùVøfô3óeú,ó��
�U��- :

0 & �1�32�"�!#"3�4���5����6$
7 �98 7 �:������;$

�zû��Dóe÷�ûuø�ÿQû�ùBýfý�ô#�eúQõ,û]ú&ø5øfó & ('#ùVúLü & �/H$~ñ�ÿQû"9�ô3û]õùBúQúGýfó��#�$û]÷?÷fó��\øfô3úQû �D÷�óeõ-ø�ÿQû®üå÷fô#�&ô9ú!�
öQ÷�ó��e÷^ùBõ �Dóe÷oøfÿ\ô9ýðöQ÷fó����3û]õ ô3ý@�eô#�eû�úUô3ú (JöQözû]úLü&ô�R N=$J;Pú øfÿQû �]ùVýfû,ó���øfÿQû=)^û�ø#öQ÷fó����3û]õ
ü&û]ý��^÷fô#�zû)ü ô3úE7&û1��øfô3óeú,�!$O2��zû��3óBòL Lø�ÿQû 6%� Råû�ý C�E ùVúLü C�G õ��\ýfø=�zûK�]ù
�	�����WùBø�û)ü �$ô#�eû]ú �3û���ø
>=< I

??> O >�@ � O >A@CB OED BGF< ùBúzü ÷fô#�eÿ&ø > � I
?G> O >A@ � O >�@CB OHD BGF � ýfó��Y�\øfô3óeú �eù��#�Qû�ý�ùBø,øfÿQû

õ!ôWü&özóeô3ú&øió��uû)ù���ÿUû)ü �eû�$ðñ�ÿQô3ýT��ù��	�����WùBø�ô3óeúÅô3ý�ù²úQóeú&ø�÷fô#�&ôÌù
�5ø^ùBý��* Hý�û]û�û�$ �%$�&O8~û]úQú\ô9ú!�eøfó$ú
ùBúzüAN¦û]÷DP]ô3úQýK/�0�0��
3¥ùVúLü &O+LùVô9÷D�3ô9û�û�ø�ù��.$�/10�0�#�3�$
I 1�FQïð@en¦T1-J>?ZZHî	�ií9îiZHZH>?í3î	�9-Jîug h?FHZH>�í3î5nJZH>?@ - ` ZíEFQFHhiZQF
7�8:9I;�<�ñ=2�> ý��%���^û]ýfý5� ���#�#- �^óeõ��\ô9ú\û]ý?ýfû��$û]÷Úù
�Lû�RQô3ýfø�ô3ú��oöLù��D�eù��$û]ýjô3ú&øfó#ù@�^óeÿ\û]ýfô#�eûGû]ú��&ô9÷�óeú�
õ!û�ú+ø �Dóe÷iøfÿQûC�Qýfû�÷1$�7åô9ú��^ûJø�ÿQûoû�RQô9ý�øfô3ú��cöLù��D�eù
�eû]ýiòuû�÷fûJú\óeøióe÷fô#�$ô9úzù��#�#-#ô3ú+ø�û]úLü&û�ü�øfó �Dó$÷fõ
öLùV÷føió���ù �ÌùV÷��$û]÷jöLù����eù
�eû� &ùðúQû]ò �^ó$ú&øf÷fó��*�Wù�-eû]÷jò�ùBýiô3úQýfû�÷føfû�ü �zû]øPòiû]û]úøfÿ\û=�Qý�û]÷JùBúLü²øfÿQû
�QúLüåû]÷��#-&ô3ú��ÅöLù����eù
�eû]ý�$ñ�ÿQû!ó���)^û1�^ø�ô#�eû!ó
�JøfÿQô3ýL�Wù�-$û]÷#ô3ý#øfó ùBôWü øfÿQû��Qýfû�÷Sô3ú�ô3úQô3øfôWù��3ô3ýfô3ú��
øfÿ\û�ý�û]öLùV÷ÚùBø�û#öLù����eù
�eû]ý�ò�ô3ø�ÿQó��Qøi÷fû�õ!ó��&ô3ú��oøfÿQû#özóeý�ýfô#�Qô#�3ô3ø.-Só
�,�LúQûL�^ó$ú&øf÷fó��HøfÿLùVø�õ�ù�-��Lû
÷fû����\ô9÷�û)ü ô3úÅõ!ó$÷fûL�^ó$õ!ö��3û�RUùBö\ö��3ô���ùBøfô3ó$úQý1$C(Jú ó����&ô3ó��QýoùBöQöQ÷�ó+ù��fÿ ô9ýoø�ó!û�RQö��3ô	�^ô3ø��#-û]ú���
õ!û�÷ÚùBø�ûSù��#�~öLó$ýfýfô#���3û#ô3úQö!�QøfýoùBúLü ��ÿQó$ô	�^û]ýoô3úÅøfÿQûðô9ú&ø�û]÷.��ù��^û�$�� óBòuû��$û]÷JýD�%��ÿ ùVúÅô3ú&øfû]÷5��ù��^û
õ�ù�-�ùBö\öLû)ùV÷JüQù��\ú+ø�ô3ú�� ùVúLü�ý�ó�ô3úA7�8:9I;�<�ñ=2�>K &ø�ÿQû@�Qýfû�÷KJHL,M�N�� 	PO9J��GN®ùVú!ô3ú&øfû��$÷ÚùVøfô3óeúQL(RTS
U �HJ ����-#ùBöQö!�Y-&ô3ú��Jù ýfû]÷�ô9û�ý�ó
�Lóeözû]÷^ùBøfô3ó$úQý?øfÿLùVø,�e÷^ùeü��zù��#�#-Jû]õ��zû)üoõ,óe÷fû?ô3ú��Dó$÷fõùBøfô3ó$úJù��zó��Qø
øfÿ\û�ö\÷fó��!�9û�õ �Lû�ô9ú!�Sý�ó��#�eû)ü²ô3ú+ø�óSø�ÿQûoó���)^û��^ø1$F(	úQó��&ô	�^ûC�Qýfû]÷Gõ�ù�-#ø�ÿQû]÷�û��Dóe÷�û#ý��\öQö��#-�óeú��#-
øfÿ\û�õ,ô3úQô3õK�Qõ-ô3ú���óe÷fõùBø�ô9ó$úSùBúzü�øfÿ\û�özù��D�eù��$û�ò�ôY�#�zô3ú��&ô3ýfô#���#-K��óeõ!ö!�9û�øfûJø�ÿQûoýfözû1�^ô��H�]ùVøfô3óeú
ò�ô3øfÿUüåû���ù��!�9øGýfû]ø�øfô3ú��$ý1 Hò�ÿQô#�3ûSùVúÅû�RQöLû�÷føL�Qý�û]÷K�]ùVúÅó��eû�÷f÷fôWü&ûcýfó$õ!ûoóe÷#ù
�Y�~ó��uø�ÿQû�ü&û���ù
���3ø
ýfû�øføfô3ú��$ý=��-�ô3ú��eó��&ô3ú��#õ,óe÷�û=�Qø�ôY�3ô3ø.-�� �Qú��^øfô3óeú\ý1$



� � �������
	��
��
�����������
ñ�ÿQûU�eû�-�ô3ýfý��\ûU�Dóe÷cøfÿ\ûÅô3ú+ø�û]÷.�Pù��^û �zû]øPòiû]û]ú�ø�ÿQûE�^ó$ú&øf÷fó��"�Wù�-eû]÷!ùVúLü�øfÿQûöLù����eù
�eû]ý�ô3ý

û�RQøfû�úLüQù��\ôY�3ô3ø.-�$ 9GùBøfÿ\û]÷jøfÿzùBúA��óeú&øÚùVô9ú!ùVú!û�RQö��3ô	�^ô3ø:�3ô3ýføjó
�rù
�Y�\öLó$ýfýfô#���3û@�fÿ\óeô	�^û]ý�ó
�5öLù��D�eù��$û
÷fó��Qøfô3úQû�ý1 �øfÿQû'�^óeú&øf÷�ó����Ìù�-$û]÷Hõ�ùVô3ú+ø^ùBô3úQýLù�� � 	�� O�� � �PO�M�J�� �?L-M
���(R����*��óeú&øÚùVô9ú\ô9ú!�uø�ÿQûuùeü\ü&÷fû]ý�ýfû]ý
ó��o÷fó��Qøfô3úQû]ý�ò�ô3ø�ÿ©øfÿ\û�ô3úLüåôY�&ôWü��Lù
�uözù��D�eù��$û]ýSø�ó��LûU�Qý�û)ü*$ ñ�ÿQûU�&ô3÷føD�Lù��F� �Qú%��øfô3óeú�øÚù��!�9û
�^ó$ú+ø^ùBô3úQý~û]ú&øf÷fô3û]ý �Dóe÷J�eû]úQû�÷fô	�j÷�ó��Qø�ô3úQû]ý?ý��%��ÿ!ùVý :Hô3ú&øfû��$÷ÚùVøfô3ú��"��óe÷�ù ýfô3ú����9û¦ýføfû�ö����Pù��^ø�óe÷fô3ý�ô9ú!�
ù "+ù��^ó��\ôÌùVúõ�ùBø�÷fô�R����zù��D�&ý����Qý�øfô3ø��\øfô3óeúýfó��#�eû#ó
�rù "+ù��^ó��\ôÌùVúõ�ùBø�÷fô�R��eý�ô3ú����3ûoô3øfû]÷^ùBøfô3ó$ú�ó
�
ùðúQóeú�.�3ô3úQû)ùB÷iýfó��#�eû]÷�$jñ�ÿQûoöLù����eù
�eûGýfözû1�^ô��H�o÷�ó��Qø�ô9ú\û�úzùBõ!û�ý®ùV÷fûoô3úQýfø^ù��#�3û)ü,ô9ú,øfÿQû@�&ô3÷føD�Lù��
� �Qú��^øfô3óeú�øÚù
���3û ��- JHL,M�N�� 	PO9J��#L 	ð÷fó��\øfô3úQû]ý��Dó$÷Sø�ÿQûô3ú+ø�û��e÷^ùBø�ô9ó$ú©ó���)^û1�^ø�$ ;Pø�ô3ýcøfÿQû]÷�û��Dó$÷fû
özóeýfý�ô#���3ûuø�ó�ý�øÚùVúLüQùB÷^ü&ô3ýfû�ø�ÿQû�úLùBõ,ô3ú��=�^óeú��$û]ú&øfô3óeúQý?ó
�£ø�ÿQû 7!8:9";�< ñ=2�> ô3ú&øfû]÷5��ù���û�ò�ô9ø�ÿQó��\ø
÷fû�ýføf÷�ô	�^øfô3ú��,øfÿQûoý6��óeözû#ó��jøfÿ\û�ô3ú&øfû�÷.��ù��^û�$
ñ�ÿQûýfó
�DøPò®ùV÷fûô3ý�ò�÷fô3øfø�û]ú�ô3ú©ý�øf÷�ô���ø ( <C7�; � ý�ó©ùBý!ø�óUõù��$û!û)ùVýfô3û]÷ �\ýfûÅó
��özóeô3ú&øfû]÷

�LùVýfû)ü�üQùBø^ùýfø�÷��%�^øD�Q÷fû�ý!ò�ÿQû]ú�ò�÷�ô3øfô3ú�� �Qú\ýføf÷D�%�^øD�Q÷fû)ü�õ,û]ýfÿ��$û]úQû]÷^ùBøfô3ó$ú, jü&ô3ý6�^÷�û]øfô#P)ùVøfô3óeú
ùBúzüÅùeüQùVöQøfô#�&ô3ø.-A�^óQü&û�ý1$#ñ�ÿ\ûK�Qý�ûSó
� �-÷fû����\ô9÷�û)ü øfÿQûcøf÷^ùBúQýD�ÌùVøfô3óeú ó��jøfÿQû�7�8:9I;�<�ñ�øfô3õ!û
ô3ú&øfû��$÷ÚùBø�ô3óeú©ý�ó��DøPò�ùB÷�û�& N¦û]÷DP]ô3úQý!û]øù��.$"/10�Q�043��D÷�óeõ +\óe÷�øf÷^ùBú #�#!$ 8?÷fô3óe÷�ø�ó©ùBú�-Z��óåüåô9ú!�
��ÿLùBú!�eû]ý� ®ù �^ó$õ!öQ÷�û]ÿQû]úQý�ô#�eûøfû]ý�ø�ý��Qô3ø�û�ò�ùBý�ô3õ,ö��3û]õ�û]ú&øfû)ü ��óe÷cøfÿQû +\óe÷fø�÷ÚùVú �eû�÷fýfô3ó$úþó
�
7�8:9I;�<�ñL$"�jù���ÿ ��ó��#�3óBò�ô9ú!��ý�øÚù
�eûoô3ú!øfÿ\ûT��óåüåû#õ!óQü&ô��H�]ùVøfô3óeúcò�ùBý�øfÿ\û]ú÷fû��$÷fû]ý�ýfô3óeúÅø�û]ýfø�û)ü
�Qý�ô9ú!�Uø�ÿQô3ý�øfû]ý�ø!ý��\ô9ø�û�$ ñ�ÿQû��L÷�ýfø�ýfø^ù��$û�ò�ùBý�ø�óU÷�û]õ!ó��$û�ùVú�-��\úLü&û]ý�ô9÷^ù����3û��Dû)ùVø��Q÷�û]ý!ó
�
øfÿ\û +\óe÷�øf÷^ùBú �^óQü&û ?Dû�$ ��$��QúLüåû1���WùB÷�û)ü �eùB÷fôWù
���3û]ý1 �Qú\ô9ú\ýføÚùVú&øfôWùBø�û)ü �eùB÷�ôÌù
���3û]ý1 ?û�ø6��B�$©ñ�ÿQû
ö����!�9ô	���#-!ù��eùVôY�Wù
���3û�øf÷ÚùVúQý��WùVøfô3óeúøfó&ó������AJiò�ùBý�ø�ÿQû]ú �\ýfû)üø�ó�öLû�÷.�Dó$÷fõ ù������#�!ø�÷ÚùBú\ý��WùBø�ô9ó$ú
ó��uù
�Y�~ýfó��Q÷6�^û �%�3û]ý�$�ñ�ÿQû#ý�ó��Q÷��^û ��óåüåûSò�ùBýGøfÿQû]ú ÿLùBúLü û)ü&ô3øfû)ü ùBúLü ���AJiý�öLû1��ô �*�c÷fó��\øfô3úQû]ý
÷fû�ö��Wù��^û)ü ��-�( <C7�; � �^ó��Qú&ø�û]÷föLùV÷fø�ý�ó$÷�úQû]ò �Qøfô#�3ô3ø.-�÷fó��Qøfô3úQû]ý�$
	 1oh?FHí3î	��FHK?>?í9î~nus\g+-Jîig	í nuF 0Sïðg�huY&ZQF
;PúÅø�ÿQô3ý�ý�û1�^ø�ô9ó$ú ù,ü&û]ý��^÷fô3öQø�ô9ó$úUó
�uøfÿ\ûK�Qý�û]÷ ) ýSüå÷fô#�&ô9ú!��öQ÷fó��e÷ÚùVõ ô3ý=�eô#�$û]ú, Hù��3óeú!��ò�ô9ø�ÿ ùVú
ó��eû�÷��&ô3û]ò�ó��5ø�ÿQûJõ,óQü����3û]ýuù��eùVôY�Wù
���3ûuø�óSø�ÿQû=�Qý�û]÷�ô3ú�øfÿQû#ùV÷fû)ùVýuó
��õ!û�ýfÿ��eû�úQû]÷ÚùVøfô3óeúJ &øfô3õ!û
ô3ú&øfû��$÷ÚùBø�ô3óeú, ��3ô3úQû)ùV÷®ùVúLü,úQóeú��3ô3úQû)ùV÷uû����zùBøfô3ó$ú�ý�ó��#�eû�÷fý1 Qù$üQùBö\øfô#�&ô9ø.-!ùVúLü��&ô9ýD�Lù��3ô#P)ùVøfô3óeú,$
	 1 ì h5=^4�6uK~69O$MQ6WA$a
ñ?ó@�Qýfû=7�8F9";�<�ñ=2�> øfÿ\û"�Qýfû]÷¦õ��Qýfø?ò�÷fô3ø�û®ùoü&÷�ôY�&ô3ú��oöQ÷�ó��e÷^ùBõ�ô9ú �@$�ñ�ÿQû�ý��!���eû�ýføfû�ü��Dó$÷fõ
ó��5ø�ÿQô3ýuö\÷fó��$÷ÚùVõ �]ùVú �zûJýfû�û]úöQô	�^øfó$÷fôWù��#�#-#ô3ú +~ôY���Q÷fû ��$~ñ�ÿQû"�z÷fýføiýfø^ù��$ûJô3ýuø�ó#ô3ú%���#�Lü&ûGøfÿQû
÷fû��9û��eùBú&ø=7�8:9I;�<�ñ=2�> ÿ\û)ùeü&û�÷"�%�3û]ý*:


 0��� �-��� 7���� ��� !�� �

 0��� �-��� 7���� ����������9 & 0��	0�� 7 ����A�-�� 7 !� 0 8  � 7 � 0�"$#!� 0 � � !%� �

 0��� �-��� 7���� �����&�&�'!(9�)�� #*�+ ,)-�('9�8,��� � �8 � � #�� 7�. / !%� �

��û�÷fû øfÿQû ô3ú%���#�Lü&ûU���9û � ��� !%� �^ó$ú&øÚùBô3úQý,øfÿQû�ü&û��zúQô3øfô3óeúQý,ó��Sø�ÿQûÅöQ÷�ô3õ!ô3øfô#�eû,ø.-&öLû]ýø�ÿLùBø
7�8:9I;�<�ñ=2�> �Qýfû]ý�$ ñ�ÿQûóeøfÿ\û]÷!øPòióUô3ú%�S�Y�zü&û��%�3û]ý�ùV÷fû��Dóe÷�ø�ÿQûøPòuó�õ,óQü����3û]ýcøfÿQûU�Qý�û]÷
ò�ô3ýfÿQû�ý#øfó �\ýfû�$1��û]÷�û!ø�ÿQû��Qýfû�÷Sô3ú&øfû]úzü&ý#øfó �Qýfû!ù��zúQô3øfû��eó��#�Qõ,û#ýfözùBøfôWù
�uü&ô3ý6�^÷�û]øfô#P)ùVøfô3óeú
õ!óQü��!�9ûJùVúLüùcýfô3õ!ö!�9û"�!�Ìù��D� �zó�R!ýfó��#�Qø�ô3óeú!ý�øf÷^ùBøfû���-�$
ñ�ÿQû#ý�öLùBø�ôÌù
�jü&ô3ý6�^÷�û]øfô#P)ùVøfô3óeú ò�ô#�Y�J�eû]ú\û]÷Úù
�Y�#-÷fû����\ô9÷�ûSø�ÿQû��Qýfû]÷oø�ó�ò�÷�ô3øfû#ý�óeõ!ûð÷fó��\øfô3úQû]ý

øfó ýfözû1�^ô�� -�øfÿ\û�ö\÷fó��!�9û�õE$,ñ�ÿQû]ýfû÷�ó��Qø�ô9ú\û]ýSø.-&öQô	�]ù
�#�Y- ô9ú����#�Lü&û!ó$úQû]ý �Dóe÷ðøfÿQû,ô9ú\ô9ø�ôWù��uùVúLü
�zó��QúLü\ùB÷�-��^ó$úLü&ô3øfô3óeú\ý1 $øfÿQû@�^óeú��eû��^øfô#�eûoùBúLü,ü&ô�GH�\ýfô#�eû.6%� Råû�ý®ùVúLü�ø�ÿQûJý�ó��Q÷��^ûJø�û]÷fõ,ý1$:>Gô��	
�Dû]÷�û]ú&ø#ýfözùBøfôWù
�rüåô9ý��^÷fû�øfô#P)ùBø�ô3óeú�õ!óQü��!�9û�ýJò�ô#�#��÷�û1���Qô3÷fû�ø�ÿQû�öQ÷fó����3û]õ ø�óU�Lû�ý�öLû1��ô �zû)ü�ô3ú�ù
ü&ô�GHû]÷fû]ú&øI�Dóe÷�õE$
ñ�ÿQûcúQû�RQø#ýfø^ù��$û�ô9ýoø�ÿQû�õ�ùVô9úÅü&÷�ô#�+ô3ú��,÷fó��Qøfô3úQûU?\�Qý��Lù
�#�Y-/ #�0�� �(�1B�$#ñ�ÿQô3ýoò�ô#�#��ý�öLû��^ô�� -

ü&ô�GHû]÷fû]ú&øGóeöQø�ô9ó$úQý�ù��zó��Qø�ø�ÿQûoô9ú&ø�û��e÷^ùBøfô3ó$ú �zû��Dóe÷�û@�LúLù
�#�Y-cô3ú��eó��&ô3ú��K7!8:9";�< ñ=2�> øfó ��ùB÷f÷D-
ó��\ø�øfÿQûÅô3ú&øfû��e÷ÚùVøfô3óeúJ$ (Gú � M � �  	0� � �?L,M�L(R U �HJ �Jô3ý �^÷fû)ùVøfû)ü øfó �^ó$ú+ø^ùBô3ú�ù��#��øfÿ\û�÷�û��3û��eùBú&ø



����������� �
	�������
�  �
� ����� ����� 	 � � �

Integrate!

Initialise required modules.

Specify optional information.

Declare and initialise the integration object.

Specify necessary information.

The spatial discretisation

driver.c

main()

module usually will

require several routines

that specify different

aspects of the p.d.e.

Routine to specify the boundary conditions.

System include files and SPRINT2D include files.

Routine to specify the intial conditions.

progress of the intergration.
Monitor routine to allow the user to observe the
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